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Théoréme 1.1.5 (Fubini) On suppose que F' € L'Y(Q x Q). Alors, pour presque tout

x €,
Ploy) € L) e [ Floydy e L)
Qo
De méme, pour presque tout y € €)s,

F(x,y) € LL(Q) et /Q F(x,y)dx € L ()

De plus on a
/ d:p/ F(x,y)dy:/ dy/ F(x,y)dx:// F(z,y)dxdy.
2 Q2 Q2 Q1 Q1 xQo

1.2 Les espaces L? : définitions et propriétés
Dans cette section, nous allons présenter quelques définitions et propriétés des espaces
LP.

Définition 1.2.1 Soit p € R avec 1 < p < oo. On appelle espace de Lebesgue LP(S)
[’espace

LP(Q)={f:Q—R; f mesurable et |f|’ € L'(Q)}

Pour toute fonction f € LP(Q)), on pose

I = [ [ 17@Pas] ™

Q
Définition 1.2.2 L’espace de Lebesgue L™(2) est défini par
L>*(Q)={f:Q —R; f mesurable et 3 une constante C telle que |f(x)| < C p.p. sur Q.}
Pour toute fonction f € L>(Q2), on pose
[fllzee = mf{C; [f(2)] < C p.p. sur Q}

Remarque 1.2.1 Si f € L>* on a

[f(@)] < [[fllzee p-p. sur Q.

En effet il existe une suite C,, telle que C,, — ||f||r~ et pour chaque n, |f(x)| < C, p.p.
sur Q. Donc |f(x)| < C,, pour tout v € Q\E,, avec E, négligeable. On pose E =, E,, de
sorte que E est négligeable et Uon a |f(z)| < C,, pour tout n et pour tout x € Q\E. Par
conséquent | f(z)| < || fllLe pour tout x € Q\E.
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Notation. Soit 1 < p < oo ; on désigne par g 'exposant conjugué de p i.e. % + % =1.

Théoréme 1.2.1 (Inégalité de Hoélder) . Soient f € LP et g € L? avec 1 < p < 0.
Alors f.g € LP et

/ ol < Il gl (11)

Preuve. La conclusion est évidente si p = 1 et si p = co. Supposons donc que 1 < p < oo.

Rappelons I'inégalité de Young

1 1
ab < —a? 4+ =b?, Ya>0, Vb>0 (1.2)
p q

la démonstration de (1.2) est évidente, par concavité de la fonction log sur |0, oo, nous

avons pour a et b strictement positifs

1 1 1 1
log <—ap + —bq> > —loga? 4+ —logb? = logab
p q p q

et donc
1 1
|f(@)llg()] < ]3\f(l’)|p + a\g(ic)lq, p-p. x €Q
IT en résulte que fg € L' et que
1 p 1 q
fg] < 1—9||f||Lp + 5||g||Lq (1.3)
En remplacant dans (1.3) f par Af ou A > 0, il vient
>\p—1 p 1 q
[fgl < THfHLp + /\_quHLq (1.4)

et si on choisit A = || f[|7}[lg]|%? (de maniére & minimiser le membre de droite dans (1.4)).

On obtient alors (1.1). "
Théoréme 1.2.2 L7 est un espace vectoriel et ||.||z» est une norme pour tout 1 < p < co.

Preuve. Les cas p = 1 et p = oo sont évidents suite & la remarque 1.2.1. Supposons que

1 < p < oo et soient f,g € LP. Nous avons

[f (@) + g(@)P < (If () + g(=)])? < 2°(|f ()" + |g(2)]")

Par conséquent f + g € LP. D’autre part on a

I+ gl =/|f+g|”‘1|f+g| < /|f+g|”‘1|f|+/|f+g|”‘1|g|
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Or |f + g[P~! € L7 et grace a I'inégalité de Holder on obtient

l.e

If+ 9% < I1f+ gl% e + 1L F + gl gl e

1f +9lze < [1fllzellgllze

Théoréme 1.2.3 (Fischer-Riesz) L est un espace de Banach pour tout 1 < p < co.

Preuve.

1. Traitons d’abord le cas p = co. Soit (f,) une suite de Cauchy dans L. Etant donné

un entier k£ > 1 il existe Ny tel que
1
||fm_anL°° < - pour m,n > Ny
Ceci implique qu’il existe E} négligeable tel que

@)~ R@] <7 VeEME  Vmn> N (1.5)

Enfin, posons E = |J, Ex (E est négligeable), on voit que pour tout z € Q\E la
suite f,(x) est de Cauchy dans R. Soit f,(x) — f(z) pour x € Q\FE. En passant a

la limite dans (1.5) quand m — oo on obtient

£(2) — ful)] < % VreO\E  ¥n> N

par suite f € L>® et || f — fullze < % Vn > Ny, et par conséquent || f — f||p~ — 0

. Supposons maintenant que 1 < p < co. Soit (f,,) une suite de Cauchy dans LP. Pour

conclure il suffit de montrer qu'une sous-suite extraite converge dans LP. On extrait
une sous-suite (f,) telle que

1

||fnk+1 - fnkHLP S % VEk 2 1

pour m,n = nq;

lon procede comme suit : il existe ny tel que || fn — fullzr < 2

on prend ensuite ny > ny tel que || fr — fullr < 2% pour m,n > ng, etc...]. On va
montrer que f,, converge dans L”. Pour simplifier les notations on écrit f; au lieu

de f,,, de sorte que 'on a

1
[ frer = frllzr < ok Vk =1 (1.6)
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Posons
(@) =D | farr(@) = fu(@)]
k=1
il vient
[gnllzr <1

Du théoréme de la convergence monotone on en déduit que g,(x) converge vers une

limite finie notée g(x) avec g € LP. D’autre part, on a pour m > n > 2
[fm () = fu(@)] < |fin(2) = frma ()] < o < fnga ) = ful@)] < 9(2) = gna (@)

Il en résulte que p.p. sur €2, (f,(x)) est de Cauchy et converge vers une limite notée f(x).

On a p.p. sur 2
[f(z) = fulz)| < g(x)  pour n>2 (1.7)

Il en résulte que f € LP. Enfin ||f,, — f|lzr — 0; en effet on a |f,(z) — f(z)|? — 0 p.p. et
|fn(z) — f(2)|P < gP(z) majorante intégrable. On conclut grace au théoréme de Lebesgue.

1.3 Reéflexivité. Séparabilité. Dual de L?

Dans cette section nous présentons des résultats trés importants concernant la réflexi-
vité, la séparabilité et la dualité des espaces LP, pour cela nous allons distinguer 1’étude

des trois cas :

- 1l<p<o
—p=1
-~ p=o0

1.3.1 Etude de L? pour 1 < p < oo

Il s’agit du cas le plus " favorable" : L? est réflexif séparable et le dual de LP s’identifie

a LP

*

Théoréme 1.3.1 LP est réflexif pour 1 < p < oo



