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Posons
(@) =D | farr(@) = fu(@)]
k=1
il vient
[gnllzr <1

Du théoréme de la convergence monotone on en déduit que g,(x) converge vers une

limite finie notée g(x) avec g € LP. D’autre part, on a pour m > n > 2
[fm () = fu(@)] < |fin(2) = frma ()] < o < fnga ) = ful@)] < 9(2) = gna (@)

Il en résulte que p.p. sur €2, (f,(x)) est de Cauchy et converge vers une limite notée f(x).

On a p.p. sur 2
[f(z) = fulz)| < g(x)  pour n>2 (1.7)

Il en résulte que f € LP. Enfin ||f,, — f|lzr — 0; en effet on a |f,(z) — f(z)|? — 0 p.p. et
|fn(z) — f(2)|P < gP(z) majorante intégrable. On conclut grace au théoréme de Lebesgue.

1.3 Reéflexivité. Séparabilité. Dual de L?

Dans cette section nous présentons des résultats trés importants concernant la réflexi-
vité, la séparabilité et la dualité des espaces LP, pour cela nous allons distinguer 1’étude

des trois cas :

- 1l<p<o
—p=1
-~ p=o0

1.3.1 Etude de L? pour 1 < p < oo

Il s’agit du cas le plus " favorable" : L? est réflexif séparable et le dual de LP s’identifie

a LP

*

Théoréme 1.3.1 LP est réflexif pour 1 < p < oo
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Preuve. Pour la démonstration du théoréme nous envisageons trois étapes.
Etape 1 (Premiére inégalité de Clarkson).
Soit 2 < p < oo;ona
f—gpp _1
|1S2AE + 152, = 5 + gy vf.g e L7 (1.8)
Lp 2 2

En effet, il suffit de montrer que

‘a—l—bp

)a—bP
2

1
— p p R
[ < SGar+ 1) Vabe

+OP< 2 (Ia|2+!ﬂ| P2 Yo, >0

se ramener au cas oil 3 = 1 et noter que la fonction (22 4+ 1)?/2 — 2P — 1 est croissante sur

a+b a=b| 1 <
[0, 00[. En prenant a = %) et = |%7| il vient
a+bp ja—0bjp a+0b2 |ja—bj2\r/? a? VA2 1
< = —_— — — p bp
2 =% 1) = (1515 151)" <l + ||

cette derniére inégalité résulte de la convexité de la fonction z + |2[P/2 car p > 2.

Etape 2. L? est uniformément convexe, et donc réflexif pour 2 < p < co.

En effet, soit € > 0 fixé. On suppose que

[fllzr <1 llglle <1 et [If =gl > €

On déduit de (1.8) que

1—(£>p et donc Hﬂ’ <1—=9¢
2 2 e

Lpr

avec

o1 (1 (3)) o

Par conséquent LP est uniformément convexe, et donc réflexif.

Etape 3. L? est réflexif pour 1 < p < 2.

Soit 1 < p < 2. On considére opérateur T': LP — (LP")* défini comme suit :

Soit u € LP fixé; 'application f € LP" — [ uf est une forme linéaire et continue sur L

notée Tu de sorte que

<Tu,f>:/uf VfelLr.



18 Les espaces L*

D’apres 'inégalité de Holder
| <Tu, [ > ] < [lullwoll fll o
et par suite
1Tull oy < lullze (1.9)
D’autre part, posons
folz) = Ju(@)[P"*u(z) (folz) =0 si u(z)=0).

Ona fo€ L7, ||foll = llullf,’ et < Tu,fo>=|lulf, .

Donc
< Tu, fo >
ITullzoey 2 = = llull (1.10)
I.foll
et en comparant (1.9) et (1.10) on obtient ||T'u||(zo*y+ = [[ul|rs. Il en résulte que T est une

isométrie de LP sur un sous-espace fermé (puisque LP est complet) de (LP")*. Or LP" est
réflexif (2éme étape) et donc (LP7)* est réflexif. Il s’en suit que T'(LP) est réflexif et donc

aussi LP. -
Théoréme 1.3.2 (Théoréme de représentation de Riesz) Soit 1 < p < oo et soit
@ € (LP)*. Alors if existe u € LP unique tel que
<(p7f>:/uf VfelP
De plus on a
[ull o = llepll(zr)-

Preuve. On définit 'opérateur T : LP" — (LP)* par

<Tu,f>:/uf Vfel?
et 'on a

ITullzey = lJullppr Vue L

pour cela on procédera comme dans la démonstration du théoréme 1.3.1, 3éme étape, on
doit avoir dans ce cas T surjectif. On pose alors E = T'(LP") Comme F est un sous-espace
fermé, il reste & montrer que E est dense dans (LP)*. Soit h € (LP)** [= LP puisque L? est

réflexif| tel que < Tw, h >= 0 pour tout u € LP; vérifions que h = 0. Nous avons
/uh =<Tu,h>=0 Yuel?”

On conclut que h = 0 en choisissant u = |h|P~2h. n
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Remarque 1.3.1 Le théoréeme 1.3.2 est trés important. Il exprime que toute forme li-
néaire continue sur LP avec 1 < p < oo se représente a laide d’une fonction de LP.
L’application ¢ — u est un opérateur linéaire isométrique et surjectif qui permet d’identi-

fier le dual de LP avec LP". Dans la suite on fera systématiquement lidentification
(LP)* = L.
Théoréme 1.3.3 (Densité) L’espace C.(2) est dense dans LP(2) pour 1 < p < 0o

La définition et le lemme suivants sont essentiels pour la preuve de notre théoréme de

densité.

Définition 1.3.1 Soit 1 < p < 0o ; on dit qu’une fonction [ : Q@ — R appartient a LY (Q)

loc

si flg € LP(Q) pour tout compact K C §.

Lemme 1.3.1 Soit f € L} (Q) tel que

loc
/fu:O Vu € CL(Q). (1.11)
Alors f =0 p.p. sur ()

Preuve. du lemme : On procéde en deux étapes :

1. Supposons que l'on ait, de plus, f € L'(Q2) et || < co. Etant donné ¢ > 0 il existe
f1 € C.(Q) tel que ||f — fi|lzr < e. D’aprés (1.11) on a

[

K, = {z€Q, fi(x)>¢e}

<celulle Yue Q) (1.12)

Soient

Ky = {z€Q, fiz)<—¢}

Comme K et K, sont des compacts disjoints, on peut construire une fonction ug €

C.() telle que
—|—]_, St xGKl
ug(x) =
-1, si z€ Ky
et

lup(z)| <1 Vo € Q)
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Posons K = K; U K5 il vient

/fluoz fluo—l-/ fiwo
Q O\K K

et donc, grace a (1.12)

/ ‘fl’:/ f1U0§5+/ | f1uol §€+/ |1l
K K Q\K Q\K
Par conséquent

/Q|f1!=/Q\K\f1I+/K|f1!§s+2/Q\K|f1\§e+2ng|

Ifil <e sur OQ\K

puisque

Donc
[ fillr < If = filler + N fille < e+ 2e]Q

Cette inégalité étant vraie pour tout € > 0 on conclut que f = 0 p.p. sur €.

2. Considérons maintenant le cas général. On écrit 2 = J, , avec Q,, ouvert, Qn
compact, Q, C € [Prendre par exemple Q, = {z € Q;dist(z,0Q) > L et |z] < n}].
En appliquant ce qui précéde avec €, et fio, on voit que f = 0 p.p. sur 2, et on

conclut que f =0 p.p. sur €.

n
Preuve. du théoréme 1.3.3 : On sait déja que C,(f2) est dense dans L'(Q2). Supposons
donc que 1 < p < co. Pour prouver que C,(2) est dense dans LP(€2) il suffit de vérifier que
si h € LP"(Q) satisfait [ hu = 0 pour tout u € C.(£2), alors h = 0. Or h € L}, () puisque
J Ik | < [l o

h =0 p.p. [

K|'? < 00 et on peut donc appliquer le lemme 1.3.1 pour conclure que

Théoréme 1.3.4 LP(Q) est séparable pour 1 < p < oo.

Preuve. On désigne par (R;);cs la famille dénombrable de pavés R de la forme

R:
k

lag, br[ avec ap, by € Q et R € Q.
1

n

On désigne par E l'espace vectoriel sur Q engendré par les fonctions Ig,. (i.e. les com-

binaisons linéaires finies a coefficients rationnels des fonctions Ig,), de sorte que E est
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dénombrable. Montrons que E est dense dans LP(2). Soit f € LP(£2) et soit ¢ > 0 fixés.
Soit fi € C.(Q) tel que || f — fill» < & (théoréme 1.3.3). Soit ' un ouvert borné tel que
Suppfi C Q' C Q, comme f; € C.(Q), on construit aisément une fonction fo € E telle
que Suppfo C Q' et que |fo(z) — fi(z)] < W p.p. sur €. On commence par recouvrir
Suppfi par un nombre fini de pavés R; sur lesquels l'oscillation de f; est inférieure a ‘Q,ﬁ

Il en résulte que || fo — fi|lp» < € et donc ||f — fol[zr < 2e. u

1.3.2 Etude de L!

Théoréme 1.3.5 Soit ¢ € (L')*. Alors il existe u € L™ unique tel que

<g0,f>:/uf VfelLl

De plus, on a

[ullzee = Nl

Preuve. Commencons par prouver 'existence de u. Pour cela, on fixe une fonction w €
L?(Q) telle que pour tout compact K C Q, w > ex > 0 p.p. sur K. Il est clair qu'une
telle fonction existe : prendre par exemple w(z) = a,. Pour x € Q, n < |z| <n+1, et
ajuster les constantes «,, > 0 pour que w € L*(Q). L’application f € L? —< @, wf > est
une forme linéaire et continue sur L2. D’aprés application du théoréme 1.3.2 avec p = 2,

il existe une fonction v € L? telle que

<<p,wf>:/vf VfelL? (1.13)

v(z) .

w(z)’

Posons u(z) = ce qui a un sens puisque w(x) > 0 pour tout = € 2 et u est mesurable.

Montrons que u € L™ et que ||ul/ze < [[¢/(z1)-. D’apres (1.13) on a

wfl|p  VfeL? (1.14)

| / vf] < el

Soit C' > ||¢||(z1)«- Montrons que ’ensemble
A={z€Q; |u(zx)|>C}

est négligeable, il en résultera que u € L™ et que ||ul|z~ < ||¢||(z1)+. Raisonnons par

I’absurde.
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Si A n’est pas négligeable il existe A C A mesurable tel que 0 < |2ﬂ < o0. On reporte
dans (1.14) la fonction
+1, si z€A et ulz)>0;
fl@)=3 =1, si z€A et u(x)<0;
0, si xe€Q\A.
IT vient [5lulw < |||l [w, et par conséquent C [zw < |l¢|| 1)+ [zw, ce qui est
absurde puisque [ Fw > 0.

Récapitulons : on a construit u € L>(£2) avec [[ul[z < [[¢]|z1)- tel que

<p,wf >:/uwf VfeL? (1.15)
Il en résulte que
<p,g>= /ug Vg € C.(Q) (1.16)

En effet si g € Ce(Q), alors f = £ € L? (puisque w > ¢ > 0 sur Supp g) et on peut
reporter f dans (1.15). comme C,(92) est dense dans L' on déduit de (1.16) que

<<p,g>:/ug Vge L!

Enfin, on a

<9< [lugl < lulelgl Vg e L
et donc |||z < JJul[ze. Par conséquent |[ul|z~ = |l¢||(z1)«. L'unicité de u est une
conséquence immeédiate du lemme 1.3.1. [

Remarque 1.3.2 Le théoréme 1.5.5 affirme que toute forme linéaire et continue sur L' se
représente a l’aide d’une fonction de L. L’application ¢ — u est une isométrie surjective

qui permet d’identifier (L')* et L>. Dans la suite on fera systématiquement I'identification
(Ll)* — >

Remarque 1.3.3 Lespace L' n’est pas réflexif. En effet, supposons pour fizer les idées

que 0 € Q. Considérons la suite f, = anlpg 1y avec n assez grand pour que B0, }L) cQ

1
et o, = ‘B(O, D de sorte que || fo|lzr = 1. Si L était réflexif il existerait une sous-suite

extraite (f,,) et une fonction f € L' tels que f,, — f pour la topologie faible o(L*, L*).

Donc

/fnkSOH/fgo Yo € L™ (1.17)
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Lorsque ¢ € C.(Q\{0}) on voit que [ fn, o = 0 pour k assez grand. Il résulte de (1.17)
que

[re=0 veocumo)
En appliquant le lemme 1.3.1 en considérant ouvert Q\{0} a la fonction f (restreinte a

O\{0}) on obtient que f =0 p.p. sur Q\{0}. Donc en fait f =0 p.p. sur Q. Par ailleurs
si Uon prend ¢ =1 dans (1.17), il vient [ f =1 ce qui est absurde.

1.3.3 Etude de L™

Le théoréme 1.3.5 nous montre que L> = (L')* et plus encore L'(2) est séparable.
De ce fait, I'espace L posséde quelques propriétés qui méritent d’étre soulignées. Entre
autres, on a :

— La boule unité fermée Br~ est compacte pour la topologie faible xo(L>, L')

— Si (f,) est une suite bornée dans L*™ on peut en extraire une sous-suite qui converge

dans L*> pour la topologie faible xo (L, L')
Toutefois remarquons que L n’est pas réflexif.

Comme L*® = (L')*, on a L' C (L')* C (L*)* et donc le dual de L> contient L.

De plus, il est strictement plus grand sinon L! serait réflexif. Donc il existe des formes ¢

linéaires et continues sur L> qui ne sont pas du type

<907f>=/9<pf VfeL®

pour un certain v € L!. Fabriquons un exemple explicite. Supposons que 0 € € et soit
©o : C.(2) — R définie par po(f) = f(0), pour f € C.(€). Il est clair que g est une forme
linéaire et continue sur C,(£2) pour la norme infinie. D’aprés le théoréme de Hahn-Banach,

©o se prolonge en une forme linéaire et continue sur L*°, notée ¢. On a

<, f>= f(0) Ve C.(Q). (1.18)
Supposons qu’il existe une fonction u € L' telle que

<<,0,f>:/Q<pf VfelL™.

Alors, on a

/Q wf=0  VYfeCQ\{0)).
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Ceci entraine que v = 0 p.p. sur Q\{0}, soit v = 0 p.p. sur 2. Par conséquent,
<, f>=0 Vfe L™,
ce qui est contraire a (1.18).

Théoréme 1.3.6 L’espace L*> n’est pas séparable.

Lemme 1.3.2 Soit E un espace de Banach. On suppose qu’il existe une famille (O;)ier

telle que

i) Pour touti € I, O; est un ouvert non vide de E.
ii) O,NO0; =@ sii#j

iii) [ n’est pas dénombrable.

Alors E n’est pas séparable.

Preuve. du lemme : Raisonnons par 1'absurde et supposons que FE est séparable. Soit
(Un)nen une suite dense dans E. Pour chaque i € I, O; N (up)neny # & et on choisit
n(i) tel que u,;y € O;. L'application i +— n(i) est injective; en effet si n(i) = n(j) alors
Un(i) = Un(j) € O; N O; et donc ¢ = j. Par suite I est dénombrable - ce qui est contraire a
(i) "
Preuve. du théoréme : Montrons maintenant que L* n’est pas séparable. Pour tout

a € 2 on fixe r, < dist(a,CQ) ; on pose u, = Ip(4,,) €t
o 1
Oo={f € L™ ||f — a1 <§}

On vérifie aisément que la famille (O,)qcq satisfait (i), (ii) et (iii).
On conclut donc que L n’est pas séparable. [

Le tableau suivant récapitule les principales propriétés des espaces LP.

Reéflexif | Séparable Espace dual
IP1<p<oo OUI OUI LY
Lt NON OUI L™

L>® NON NON Contient strictement L!




