1.4 Convolution et régularisation sur R" 25

1.4 Convolution et régularisation sur R"

En présentant dans cette section le produit de convolution et leur propriété, la régula-

risation et les supports dans la convolution, on prend dans tout ce paragraphe 2 = R".

Définition 1.4.1 Soient f et g deux fonctions mesurables sur R™. On dit que le produit
de convolution de f par g existe au point © € R", et dans ce cas on le note f % g(x), si

Vintégrale [5, f(x —y)g(y)dy a un sens. Dans ce cas, on pose :
(fxg)(z) = | flz—y)g(y)dy.
Rn

Proposition 1.4.1 Soient f et g deux fonctions mesurables sur R™ et x € R". Si f*g(x)

existe, alors g x f(x) existe aussi et fxg(x) = g* f(z).

Preuve. Supposons que f * g(x) existe, alors la fonction y — f(z —y)g(y) est intégrable
sur R", cest-a-dire [, f(z —y)g(y)dy < oc.

On pose ¢ : u — x—u =y qui est un difféeomorphisme de R” — R". Alors par application
du théoréme de changement de variable & la fonction h définie sur R™ par h(y) = f(x —

y)g(y) on obtient,

n

[ e =iy = [ neyiu= [ rgte = win

Donc f x g(z) = g * f(z) Vo € R™. n

Remarque 1.4.1 Soient f, g et h trois fonctions mesurables positives sur R™, pour tout

z€R" ona:[(f+g)*h](z)=[f*(g*h)(z).

Théoréme 1.4.1 Soient f € L' et g € LP avec 1 < p < oco. Alors pour presque tout

x € R™ la fonction y — f(x —y)g(y) est intégrable sur R™ et fxg € LP, de plus on a :

1f % glle < Al llglze

Preuve.
Pour p=o00:
Soient f € L' et g € L*. Montrons que la fonction mesurable y — f(z — y)g(y) est

intégrable sur R™.



26 Les espaces L*

Nous avons, f € L' alors || f||1 = [4. |fldz < o0, g € L™ donc 3C > 0 tel que [g(z)| < C

p.p- Par conséquent,

[ A= llswlr <€ [ 1= way

Comme la mesure de Lebesgue est stable par translation, alors fRn |f(x—y)ldy = || fllL:-
Ainsi

. |f(z = y)llgw)ldy < C[ fllzr < o0,

ce qui donne y — f(x — y)g(y) est intégrable sur R, par suite f * g(z) existe presque
partout.

Montrons I'inégalité :

Ona:|frg(x)=]|[en flx—1y)gW)dy| < [g |f(x—y)llg(y)|dy,

et on sait que |g(y)| < ||g||L=, on obtient alors,

Rn\f(x—y)\\g(y)!dy < Rnlf(fc—y)ngHLoody

lollo= | 15—yl

< lgllzellfllzr,

IA

et par suite | % g(z)] < lgll<l|flls p-p. Done |f % g(z) o < lgllz=[Lfllz: par definition

de la norme |||z

Pour p=1:

On pose F(z,y) = f(xr —y)g(y), alors I est mesurable et pour presque tout y € R" on a :
. |F(z, y)|dz = |g(y)] : |f(z = y)ldz = gl fll:

Comme f € L' alors ||f||zr < oo, et g € L' donc A({g = +o0}) < oo par suite

L9 fllr < 0o p.p. Done [g, [F(z,y)|dy < oo pour presque tout y € L.

D’apres le théorémé de Fubini, on a :

[ [ Pawias = [ gy [ 1rte = plas

R
= Ngllzl[fllzr < o0,

et par application du théoréme de Tonelli on voit que F' € L'(R™ x R"), et par le théorémé

de Fubini nous obtenons [, |F(z,y)|dy < co; donc y — f(z —y)g(y) est intégrable sur
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R"™ et :
1f*gll < Rn\f*g(x)]d:c
< [ ar [ (Pl
.
< [fllzligllz

Pour 1 <p<oo:

Supposons que f € L' et g € LP, alors |g[P € L' et par suite pour presque tout xz € R",
la fonction y — |f(z — y)|g(y)|? et intégrable sur R™. On a : |f(x — y)||g(y)|P € L; donc
f(@—y)*lgy)] € L,

Soit g €]1, +00] tel que %—i—é = 1l alors f € L' implique que |f|% € L9d’on ]f(x—y)ﬁ € Ly

et donc :

@ =y)llgw)] = |f(x =) 7]g(y)

— | f(@—y)|7lg)||f(z — )1,

S

Par utilisation de I'inégalité de Hélder, nous obtenons :

B =

[t =wgtlay < [ [ (it@=ntol) ][ [ e =wl]’

[én <|f(a7—y)||g(y)|p>} [ 5 |f(x—y)|r’

alors | Frg(@)] < [ (1f1x1g(2)) |1 7112 ce aqui donne : | fxg(x)” < (| flxlgl())1F]: € L
ainsi fxg € LP et :

IN

Frg@pPde < [ / (171 % lgP(2))de
Rn
< A1l

[walyon it

R

A

IN

ce qui donne |[f +glle < [ fllz:[lgllze- .

1.4.1 Supports dans la convolution

La notion de support d’une fonction continue est bien connue : c¢’est le complémentaire

du plus grand ouvert sur lequel f est nulle ou encore c’est 'adhérence de 1’ensemble
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{z; f(x) # 0}. Quand on travaille avec des fonctions mesurables il faut étre plus prudent,
puisque ces fonctions sont seulement définies presque partout. La définition appropriée est

la suivante :

Proposition 1.4.2 ( et définition du support) Soit Q C R" un ouvert et soit f une
fonction définie sur Q a valeurs dans R. On considére la famille de tous les ouverts
(wi)ier,wi; C Q tels que pour chaque i € I, f = 0 p.p. sur w;. On pose w = |J;c;wi,

alors f =0 p.p. sur w et par définition, Suppf = Q\w.

Preuve. La famille d’indices I est quelconque, pour se ramener au cas dénombrable on
procéde de la maniére suivante :

Soit (K;)ien- une suite de compacts tels que w = (J;oy. K, on peut prendre :

}(i::{x ch,d(xJR”\aO >

<L =

et ||z <4}

ona K; Cw= Uie[ w; puisque K; est compact il existe I; C I fini tel que K; C Ujeli wj.
Posons J = | J;oy I; donc J est dénombrable et comme K; C | J;¢;, w; alors :

LJ‘K%(: LJ LJ wj = LJ W

i€EN ieNjel; JEUsen

donc w C |, ; w; et puisque J C I, alors :

LJU@ Cw

Jje€J

jeJ

Comme f = 0 p.p. sur w; alors IN; C w; tel que N; est négligeable et Vo € N¢ f(z) =0
on prend N = J;c; N; et on a:

AN) =MJMN) <D A =0

jeJ jeJ

donc N est négligeable, et par suite IN C w tel que Vz € N¢ f(z) = 0 donc f = 0 p.p.

sur w. |

Remarque 1.4.2 1. Si fi et fy sont deux fonctions telles que fi = fo p.p. sur Q2 alors
supp(f1) = supp(fa), on peut donc parler du support d’une fonction f € LP.

2. Si f est continue sur ) on vérifie facilement que cette définition coincide avec la

définition usuelle.
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Proposition 1.4.3 Soient f € L' et g € LP. Alors

supp(f * g) C supp(f) + supp(g).

Preuve. Soit © € R" fixé tel que la fonction y — f(x — y)g(y) soit intégrable. On peut

o) = [ Sty
= /S flxz—y)g(y)dy + (z —y)g(y)dy

Se
ol
Se ={y € R", y € supp(g) et ©—y € supp(f)}.

Nous avons alors [, f(z —y)g(y)dy = 0, ce qui donne,

(fxg)(z) = . flx—y)g(y)dy = . f(x—y)g(y)dy.

Si x n'est pas dans supp(f) + supp(g) alors (z — supp(f)) N supp(g) = O; sinon Jy tel

que y € (z — supp(f)) et y € supp(g) donc z —y € supp(f) et y € supp(g) et par
suite . = x — y +y € supp(f) + supp(g), ce qui contredit le fait que x n’est pas dans

supp(f) + supp(g) et donc (f * g)(z) = 0 p.p. sur (supp(f) + supp(g))¢ en particulier

sur int((supp(f) + supp(g))°) = supp(f) + supp(g) ot int(B) est I'interieur de B, et par

conséquent supp(f * g) C supp(f) + supp(g). n

Remarque 1.4.3 Bien entendu si f et g sont tous deux a supports compacts, alors f xg
est a support compact. En général, si ['un des supports seulement est compact, alors f xg

n’est pas a support compact.

Proposition 1.4.4 Soient f € C.(R") et g € L, .(R™). Alors

loc
f*xge CR").

Preuve. Notons d’abord que pour tout z € R" la fonction y — f(x—y)g(y) est intégrable

sur R™ et donc (f x g)(x) a un sens pour tout = € R". Soit x,, — x et posons
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de sorte que F,(y) — F(y) p.p. sur R". D’autre part, soit K un compact fixe tel que
(x, — Suppf) C K pour tout n. Donc f(x, —y) = 0 pour y qui n’est pas dans K et
par suite |F,(y)| < ||fllz<lk(y)g(y), majorante intégrable. On déduit du théoréme de
Lebesgue que

(Fx)an) = [ Futwidy [ Fl)dy = (5 9))

Notations

C*(9) désigne I'espace des fonctions k fois contintiment différentiables sur €

C=(Q) = (¢4

k

CHQ) = CMQ)NC(Q)

CX(Q) = C®(Q)NC.(Q)
Théoréme 1.4.2 Soient f € C™(R™) et g € L} (R™) (m € N). Alors

fxge C™R"™) et DY(fxg)=D"f*g avec |a| < met.

En particulier, si f € C(R") et g € L}, (R™) alors fx g € C*(R").
Preuve. Soient zy € R", r > 0 et h la fonction définie sur f(xg,r) x K’ par : h(x,y) =
flx —y)g(y) ot K' = {a—bja € B;(0,n) et be K} avec K = suppf alors K’ est un
compact car K’ = 7(8;(0,7) x K) ou T est I'application continue définie par 7(a,b) = a—b.
Pour tout = € ((z0,n), la fonction y — h(x,y) est intégrable sur K’. Pour presque tout
y € K', x — h(z,y) est de classe C™ sur ((xq,n) et pour tout multi-indice «a avec |a| < m,

on a pour tout (z,y) € B(zo,n) x (K'\N) ou N est un ensemble négligeable sur lequel g

n’est pas définie, on a :

|D*h(z,y)| 1D f(x —y)g(y)|

sup [D*f(z)llg(y)]

z€R™

< max|[Df(2)[lg(y)]-

IN

Comme g € L,.(R") alors g k est intégrable et par le théoréme de dérivation sous le
signe intégrale, la fonction « — [, h(z,y)dy = f » g(x) admet des dérivées partielles sur
B(xo,n) et D*(fxg) = D*f % g sur 3(zg,n) pour tout |a| < m, ce qui donne que fx g est
de classe C™ sur (xqg,n) d’on le résultat puisque zq et n sont quelconques. En particulier

si f e CX(R") et ge L (R"), alors fxg € C®(R"). n
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1.4.2 Suites régularisantes

Définition 1.4.2 On appelle suite régularisante toute suite (pp)n>1 de fonctions telles

que :
1. p, € CX(R™)
2. supppn C 3(0, 1)
3. [pn=1

4. pn >0 sur R"

Remarque 1.4.4 Dorénavant, on utilisera systématiquement (p,)n>1 pour désigner une

suite régularisante.

Une application sur la suite régularisante est présenté par l’exemple suivant :
Exemple 1.4.1 Soit u: R — R la fonction définie par :

expt, si x <0
u(r) = ’

0, st x>0
alors u € C®(R"),u® (z) = Py(L)expl siz < 0 ot Py sont des polynomes définies par

récurrence :
P(](I) = 1
Piii(z) = —xQ(P,:,(:I:) + Pi(z)) VE €N
De plus :

lim v®(z) =0

z—0~

donc u € C®(R) et supp(u) = R™. Posons :

1
ell?-1  si |lz|]| <1
0, si|lz|| >1
ot x € R" et

(norme euclidienne)

Alors :
p:rER" = [[z]? —1€Rw— p(x) €R
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est de classe C* sur R"™ | supp(p) = £5(0,1), p(x) >0 Ve € R*, p >0 sur 5(0,1) donc :

/n p(x)dx > 0.

Posons alors ¢ = (g, p(x)dx)™" et prenons pp(x) = ck"p(kx) k € N; alors (p)ren est

une suite régularisante.

Proposition 1.4.5 Soit f € C(R™) alors p, = f converge uniformément vers f sur tout

compact de R™.

Preuve. Soit K un compact de R”. f étant continue sur R"” elle est uniformément continue

sur K d’apreés le théoréme de Heine. Par suite :
Ve>03n>0Ve,ye K: [z -yl <nlf(z) - fly)l <e

pour y € 5(0,n) et z € K, on a

lyll=llz —y+yl|l <n=|fle—y) - fly)| <e

et donc

(pux @) = F@I = | [ f@=y)only)dy - f()]

‘ Rn

[ F@ ety = | @ty

= [ U@ =)= s@loao)dy
8(0,:-)

Finalement, pour € > 0 et pour E(%) on a pour tout n > % > E(%) et pour tout v € K

on ait |(pp* f)(z) = f(z)] <€ .

Théoréme 1.4.3 Soit f € LP(R") avec 1 < p < 1. Alors p, x f converge vers f dans
LP(R™).

Preuve. Soient f € LP(R") et ¢ > 0. Comme C.(R") est dense dans LP(R™) alors 3f. €
CL(R") tel que ||f — .|| < 5.
D’aprés la proposition précédente p, * f. converge uniformément vers f. sur tout compact.

D’autre part on a :

supp(pn * fe) C supp(pn) + supp(f:)
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et

1
Supp(pn) - ﬁ(ov E)

donc

supp(pn 1) € (0, )+ supp(f2) € K

ot K est un compact fixé. K étant compact donc borné et mesurable donc A(K') < 0o en

plus p, * f. converge uniformément vers f. donc :

1
lpn * fo — fellp tend vers 0 avec —
n

(on* [)(@) = f(x) = (pon* [) () = (pn* f) (@) + (o * fo) (@) = fe(z) + fe(z) — f(2)
= pur (f = [)(@) + (o * f) (@) = fo(@) + fe(2) = f().

Alors :
lon* f = Fllp < llon* (f = f)llp + lon* fo = Fellp = 1 fe = Fll-

Or d’apres le théoréme 1.4.1, nous avons,

lon o (f = Jllp < llpnllallf = Fellp = 1f = fellp
d’ou,

lon*f=Fllp < I = Sellp + Mlon* fo = Sellp + [1fe = fll
2||f - fa”p + ||pn*fa - fa”p

e
S 2§||pn*f€ - faHP‘

IN

Soit ¢ > 0 AN, € N :Vn > N, on a ||p, x fo — fel|, < § par suite Vn > N, on a

llpn * f — fllp < € c’est-a-dire :

Jim lpn % f = fllp = 0.

Corollaire 1.4.1 Soit Q C R"™ un ouvert quelconque. Alors C°(Q) est dense dans LP(§2)

pour 1 < p < oo
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Preuve. Soit f € LP(2), montrons qu’il existe une suite (f,)nen C CX(Q) telle que

(fn)nen converge vers f dans LP(2). Posons

f(z), si ze)
0, st x € RM\Q

alors f € LP(R"). Posons f,, = p, * f avec (p,)n>1 est une suite régularisante. D’aprés le
théoréeme 1.4.2 nous avons f, € C°(R") Vn > 1 et en vertu du théoréme 1.4.3 la suite
(fa)n>1 converge vers f dans LP(R™), par suite f,/o converge vers 7/9 = f dans LP(Q).

Par conséquent C2°(2) est dense dans LP(€2). n



