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TD 01: Transformations intégrales dans les espaces LP

Exercice 1: Dans toute la suite £ désigne un ouvert de R”™ muni de la mesure de Lebesque
dx. On définit I'exposant conjugué de p par % + % =1, avec é =0.
On désigne par L'(Q) I'espace des fonctions intégrables sur  valeurs dans R. On pose

£l =

|
Soit p € R avec 1 < p < oo; on pose LP(Q) = {f : @ — R; f mesurable et |f|P € L(Q)}.

On note )
1l = 1l = [ / If(fv)lpdm] '

On pose L*(02) = {f : @ — R; f mesurable et il existe une constante C : |f(z)| < C p.p. sur 2}
On note

f(@)|dz
0

[fllzee = [ flloo = inf{C; |f(z)] < C p.p. sur 2}

1) On suppose que 1 < p < +00. Démontrer que pour tous a, b € [0, +o0o[, on a ’inégalité
pPp q p que p ) g

de Young
a?  b?
ab< —+ —
p q
(2) A partir de ’inégalit de Young, déduire I’inégalit de Holder pour les fonctions

mesurables f, g sur €

[ @< ( [ |f<a:>|Pda:)’l’ (f |g<x>\qu);

(3) En utilisant (2) Démontrer I’inégalité de Minkowski pour les fonctions mesurables

f,g sur Q.
1 1
p p
([ 1)+ 6 |pdx> < ([ ir@ras)"+ ([ lotora)
Q
(4) Déduire que L est un espace vectoriel et || - ||, est une norme pour tout 1 < p < oco.

Exercice 2: Supposons que € de mesure finie (|Q] < 00) et soit 1 < p < g < oo.

Démontrer que L4(2) C LP(Q2) avec une injection continue. Plus précisément, montrer
que

Ifllp < Q77 flly  Vf e L9Q).



[Indice: Utilisez I'inégalité de Holder]
Exercice 3: Soit C|0, 1] 'espace de toutes les fonctions continues sur [0, 1].
(1) Démontrer que si C|0, 1] est équipé de la norme uniforme

I/l = max [f(z)],  feC[0,1]

z€[0,1]

alors C'[0, 1] est un espace de Banach (c’est-a-dire un espace vectoriel normé complet).

(2) Donner un exemple montrant que C[0, 1] équipé de la norme L!

1
|- = /0 F@)lde,  feC]

n’est pas un espace de Banach.

Exercice 4: Etudier I'appartenance & L'(R) et & L?(R) des fonctions suivantes :

fi(z) = sin (z) 1[—7r,7r] , fa(z) =

sin (1')1[174_00[ ’ fg(l‘) _ e—a|a:| (a > 0)

X

Exercice 5: Soit f € L?(R;). On pose, pour z > 0,

(1) Démontrer que

( / xf(t)dt)Q <2vz [ Vilfae

(2) En déduire que F € L?(R.).

Exercice 6: (Pour les étudiants) Démontrer que toute boule dans un espace normé X est

convexe.

Exercice 7: (Pour les étudiants) Démontrer que LP est un espace de Banach pour tout

1 <p< o0
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