Correction des séries d’exercices

3.7 Espaces L”

Exercice 3.7.1 Inégalités de Young et de Hélder

1. Soit a,b > 0 et soit p,q € (1,+00) tel que %—l—% = 1. La fonction 6 : R™ — R définie

par 6(a) = %ap + bq% — ab est dérivable et :
0'(a) = a” ' —b.

1 1
Cette dérivée s’annule lorsque a = br=T | et est négative pour a < br=1 et positive
1
pour a > br=1 . On a

1 1
O(bi1) = Ebpj + qu — " =0,

Ainsi 0(a) > 0, i.e.

1 1
ab < —aP + =b1.
b q

2. a) Soit f € LP(u) et g € LUu). D’apres la question précédente, pour tout X > 0 et

pour u-presque tout T :

) = @) A2 < X+ g
Ainsi
il p E q
/Q’f9|dlt§;/ﬂ|f| dp + p /Q|g| dj.
b) Posons

NP A4
o) =2 [ 1spdu+ 22 [ fglra
P Ja q Ja
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La fonction ® est dérivable et :
'(A) = N HFIR = A gl

llgllg
I1£17

pour A > \y. Ainsi le minimum de ® vaut :

o = (|’|‘}qf’\‘|z>p+q”f”p <|'|'?‘|'|Z>”*"” i

= —Hgll FFIE - ||gH FUFIE = 1Nl

Cette dérivée s’annule pour \; = (

On en déduit l’inégalité de Hélder :

1fglly < [fllpllgllq-

c) Sife Ll n) etge L>®(u), alors |g(z)| < ||glle pour presque tout x € Q et

d o du,
/Q Faldu < gl / Fldu

e |l falle < llgllsoll f1]1-

. Soient p,p’ € [1,400). On suppose p <p'. Soit p <r <p'. On a

I = 1A g1 + 1A < < FP s + P p<a,

Jisrdus 157 dus [ 1frau < +oc,
Q Q Q

donc [ appartient o L" ().

il en découle,

. Supposons que p soit une mesure finie et soit f € L>(u). Alors

|f(@)] < M flloos
pour presque tout x € £ . Ainsi pour tout p
[ 1spdi < fI [ 1dn =111t < o0,
Q Q

ce qui implique que f € LP(p). En particulier, f appartient a intersection ﬂp>1

De plus, pour tout p, on a :

1y < 11 lloore(Q)7,

1
> T est négative pour A < \1 et positive

LP(p).
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ce qui 1mplique que
lim [ fllp < [[f]loo-
p—+oo
D’autre part, pour tout € >0, on a

/ |fPdp = / [f1Pdp = (| flloo = €)P (S > ([[fllc = €))-
9 111> lleo—2)

Ainsi pour tout p, il vient

Q=

1fllp = ([flloe = &)ullf1 > ([ fllec —€))

Puisque

3=
|
\.}—‘

Jim ([ f]> (| fllee =€)

il en TéSUlt@,
lim Hf”p Z ||} ||oo €.
p—+o00

Comme € peut étre choisi arbitrairement petit, on a

m [ fllp = [[f]loe-
p—to0
Donc finalement lim,,_, o0 || f1l, = || f]]oo
5. Posons fi = fletgr=9g". Ona f; € Lg(Q) et g1 € L%(Q). Notons que l'identité
141l % entraine que 2,1 > 1 et que les nombres 2 et 1 sont conjugués au sens de

p q

Young. Par ["inégalité de Hdélder on en déduit,

[toran= [ notues ([ sfan)'( [ataw) = ([ ran)*( [ oan)”

Finalement,
£l < 1 fllpllgllq-
6. Sir=q (lea=1)ou, r=p (i.ea=1), il n’y a rien a montrer.

Supposons donc que q < r < p, on écrit :

I = Lo fr e,

et par application de l'inégalité de Hélder avec les exposants conjugués = et T(%a),
on trouve

q ra (1107 ) r(l—a)

/|f|rdﬂ < (/ <|f|ra>mdlu> q (/ (|f|r(1—a)>r a du) )
Q Q Q
ra r(l—a)
< ([1redn) ([ 1rran) 7 < voo
Q Q

LA < WA IAl .
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Par conséquent, f € L™ et || f]» < HngHfH;_a.

Exercice 3.7.2 Différentiabilité des normes |.|,
Soient f et g deux fonctions de LP(p) avec 1 < p < +00. La fonction ¢(t) = | f(x)+tg(z)|P
est de classe C* sur R et sa dérivée vaut

i e (@) +tg(x) + hg()]P — | f(z) + tg(2) P
At) = Jim 0

= plf(@) +tg(@)"*(f(2) +tg(x))g(),

lorsque f(x) et g(x) ont un sens, c’est-a-dire pour presque tout x. De plus, d’apres le
théoréme des accroissements finis, on a

() + tg(@)[” — |f (=)[”

; = ¢'(t)

= plf(@) +tog(@)"*(f(2) + tog(x))g(),

pour un certain to compris entre 0 et t. Ainsi pour |t| <1,

() +tg(@)” — |f(x)]”
t

= plf(x) + tog(x) [P~ g(x)|
< pf()| + g(z)])?

< 27p(If @) + lg()I"),

ot la premiere inégalité découle de [inégalité triangulaire et de la majoration

l9(2)] < ([f(@)] + [g()]),

et ot la deuzieme inégalité provient de la convexité de la fonction x +— xP pour p > 1

impliquant en particulier :
u—+v uP P
P 4
2 )< 2 + 2

(

. 1l en découle que

[f(z) +tg(@)[” — |f(=)[”
t

t—

est uniformément bornée par une fonction intégrable. Le théoréme de convergence dominée
permet alors de dériver sous le signe somme et

dN

%“:0 = p/ﬂ |f(£lf)]p_2f($)g(g;)du.
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Exercice 3.7.3 (Inégalité de Hardy)

1. a) On pose G(x) = f0+oo F()oz(dt pour x €]0,00[. Comme f est continue, la fonc-
tion G est de classe C* sur]0,00[ (et G' = f). On en déduit que F est aussi de
classe C' sur )0, oo].
Comme f est a support compact dans |0, 00, il existe a, A €]0,00[, a < A, t.q.
f(x) =0 six < aoux > A. La fonction f est bornée (car continue sur le
compact [a, A] et nulle en dehors de ce compact), on note M = sup{|f(x)|;x €
la, A]}. On a alors |F(z)| < Wﬂ]am[(x) pour tout x €]0,00[. On en déduit
que F' € LP carp > 1 (et on aussi F € L™).
b) Comme xF(z) = G(x), on a bien xF'(z) + F(z) = G'(z) = f(z) pour tout

x €]0, 00].

2. Soit n € N* En intégrant par parties (entre FP et 1) sur 0, n[, on obtient :

/an(x)da; = —/onplF’(x)xdx—i-Fp(n)n
0 0
= [ wPraids = [ pFr e + Fan,
0 0

et donc :

(p—1) /On FP(x)dr = /n pFP~L f(2)dw — FP(n)n.

0
Comme 0 < FP(n)n < =L M (A — a) — 0, quand n — oo (ot a, A, M sont définis a
la question précédente) et que F, f € LP, on en déduit :

= P _L > pflaj )dr
/0 F(x)dac—p_l i FP—(x) f(z)dz.

3. En utilisant Uinégalité de Holder (entre f € LP et FP~1 € L#1 ) on déduit de la
précédente inégalité :
p—1

| Fr@as < Lo ( [ )

et donc (comme F € LP) |||, < S| fll,-

Exercice 3.7.4 Relations entre les espaces L

St q < p, alors LP C L9. En utilisant [inégalité de Holder pour les réels conjugués : r

SRS
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6tr’:p%qtelle que%—k%:l. Soit f € LP , ona

I = [ L

= /!fqudu /lpfqdu)pqq
= [ Fl8G() 7,

p—q

ce qui implique : £y < £l ((2) 5
Si f € L™, alors

1l = / Py < | FIE (),

ce qui signifie : || fl|, < ||f||oo(u(Q))% < 00, (i.e f € L®). Dot L™ C LP.
En conclusion, pour 1 < ¢ <2 <p<oo : L®(Q) C LP(Q) C L*(Q) C LYQ) c L ().

3.8 Transformation de Fourier
Exercice 3.8.1 1.

F(lrmy (1)) (@) = /T tirat g, _ [ezfmtrT

—ima |

1 622'7rTa _ 672i7rTa Sin(Qﬂ'TOé)

e’ 21 T

2. On sait que Ii_pq(t) = %f::o sin(2nTa) J2imta g,

T
En prenant T = 2=, on a donc
27’

1 [T sina it 1 sin x
[ () = —/ ——emt daz—f( )(—t),

353r ™ e’ s x

o0

donc ]—"(%) (t) =7ml_1 1)(=1) et par parité de I_L 1y, on aura donc,

27027

F(E) (@) =7y g (o).

0 +00
F(e_ltI/T)(CY) _ / 6%—2i7ro¢tdt_{_/ 6%—2i7ratdt
0

— o0
|: eT—chxt :|0 eT—2z7rat —+o0
= |\ + |0 )
T — 2dira] _ T — 2irae]

T N T B oT
1—2i7Ta 1+ 2irTa 1+ 4727202

en conséquence,

F(e M) a) =



3.8 Transformation de Fourier 75

. _ + .
4. On sait que e”!V/T = [T 2L e%mieda. En prenant T = 5=, on a alors

—o0 1447272 2
oo ] - 1
—2alt|  _ 217rtad _ f( ) ¢
‘ /_oo 1+a2° 71+ 22 (=),

et, comme t — e~2 est paire. On a donc

.7:<l L >(a) — ¢~ 27lal,

ml4+ 22

Exercice 3.8.2 1. fr(t) = f_TT (1 — %)ezmm Jp €2 f(w)dudz. On peut appliquer le

théoréeme de Fubini car

/ [ (1= EDrwtauas =1 [ 11wan

est fini. On a alors, avect —u = s,

)= [ ( / i (1—'%')e%<fu>xdx)f(u>du: / ( / :; (1_|£T’)e2mdx)f<t—s>ds.

Puis
xr . 0 €x .
T>62z7rsmdx 4 /_T (1 4 T)emﬂsxdaj
0
1— %>€2iﬂsa§d$ . /T (1 . %)e—%wszdx
T xT
= 2/ <1 — — | cos(2msx)dx
0 T

z\ sin(2rsz)]” T
= |(1- —) orsr)d
[ T TS L * Tﬂ'S/O sin(2msz)dz

1 [ @ )} T 1 —cos(2wsT)  sin*(msT)
= — —cos(2msx)| = = :
2727 's? Rt 272T's? w2152

On parvient ainsi a

27T g2

Falt) = /R S (m5T) ¢y gyas

Or avec s — —s,

/ sin (WST)f(t _s)ds = / sin (FST)f(t+s)d(—s)

oo T2 too  TTs?
+o0 gin?(7sT)
0

et
fr(t) = /;OO M(f(t +8) + f(t — s))ds.

2T 52
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2 sin u cos u sin(2u)

) . A
Agin?u sin® u A oo
du = | — +2 ———du =04+
15 € 5 Uu 0 U

u? U

du,

et, avec le changement de variable t = 2u,
+oo 3 2 +0o0 3 t
/ Mdu —/ wdt, donc I = T
0 u 0 t 2

erOO gr(u,t)du ou

3. D’apres 1) et 2), fr(t) — %(f(t*) + f(t7)) = % 0

) sm(f(H L)+ a(i- ) -5 - 1)

gl t —
(u’ ) u? T
im gr(u,t) =0 et |gr(u,t)| <4M "

ot M = supy; |f|. Ce qui achévera notre démonstration grace au théoréme de conver-

gence dominée de Lebesgue.

Exercice 3.8.3 Posons g.(t) = ﬁ . On a alors f x g, = g, donc f/g\a = gp. Grice aux

tables de transformées de Fourier, on a
—_—

1 _ ,—27|a|
=R ICC
d’ot
L " o2l L ~arjeal _ T ,~2mlcal
—_ T t _ Tlea| T|ca )
(1 +t2)(04) 026 e (1 (£)2> () =c . e -
On a alors f = & — %e*%(b*a)la\
Ja
On procéde par transformées inverses successives :
ge—27r(b—a)|a\ _ 9 1 % 1 7
b bﬁ(1+(ﬁ)2> b—a
d’otu
(1) = a(b— a) 1
b w((b—a)?+t2)

Exercice 3.8.4 f'(z) = —2wxf(x) donc F(f') = —2nF(tf(t)) (existe cart — tf(t) €

L'). Il vient alors
N 1 -
(2ira) (o) = 25— (7Y (a).
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Soit (f)’(a) + 27r04]?(0z) = 0. La solution générale de cette équation s’écrit
2

f(a) = Ke ™.

Sachant que K = f(0) = Je e ™ dx =1, on en déduit

Exercice 3.8.5 1.

| 1@ -

Je ) dy = / dye >0 [ fy — 2)g(2)dz
Rn R~

[ £t

_ / / —27i(z,y—2) —27ri(:t,z)f(y . Z)g(Z)dZ
b
fla

®

—27i(z,u) du / 6—27ri(:c,z)g(z)dz

Exercice 3.8.6 L’égalité de Pareseval Plancherel, nous dit que pour une fonction de carré

intégrable, ce qui est le cas pour (22£)?

, on a la formule de conservation de [’énergie :

/R fa)2ds = /R FN)2dA
/f d)\—7r/(1—7r\)\])

Pour une intégration de ce type, on doit absolument se débarasser de la valeur absolue,

il suffit donc de calculer

soit en séparant en deux cas, A > 0 et A < 0, soit comme ici, par un argument de parité.

En effet, la fonction (1 — w|\|)? est paire, donc

1 1
/ FN2N = 272 / (1 — 7\)2d\ = 272 / (1 — 27\ + 72\2)dA
R 0

0

1 1
2 2
o | = 2w
51 1 1 2
= 27?[——— —}:—7?.
T 7w 37 3
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Exercice 3.8.7 Soit ¢(c, y) = [p o(x, y)e > **dx. Alors
e 82¢(1L', y) —2iTax 62 oo —2iTax 625
/_OO 8—?/26 do = @_yQ( - o(z,y)e dx) = a—yQ(a,y).

+8¢>

0o 072

+oo 92 +oo Yoo
/ @(QS, y)e—2i7raxdx — |:% (,CI?, y)e—inax:| + 2i7ra/ %@3, y)e—Zimmdx

D’autre part, f (z,y)e 2™ dx peut étre intégré par parties

oo 022 Ox o Oz
= 2T« {gzﬁ(x, y)e‘mmm] — 47%a? Bz, y)e ™ dy

= —Ar’a?d(x,y).

On a utilisé la condition que ¢ et sa dérivée partielle par rapport a x tendent vers 0 quand

x — Foo. Alors si on prend la transformée de Fourier de l’équation de Laplace, on obtient

e 82¢ 62¢ —2iTax _
/_ (@ + W) (xz,y)e dx = 0.

Soit giy‘g(x, y) — 47?2042&5\(% y) = 0. Comme gg — 0 pour y grand, la solution est

Blay) = Cemlow

On applique alors la condition pour y = 0

400 1 2iTa —2iTa 3

~ ) A e —e sin 27w
o(a,0)=C = / o(z,0)e 2™ dy = / e~ AT dy — . =

oo 1 i T

et donc
sin 27wy ~ sin 27ma
C= et ola,y) = ———e 2y,
T T

Or on a e>rlel — F(1515) () et 22222 — F(g(2,0))(a).
On sait que F(F).F(G) = F(F = G) donc

1
Y dr 1 xr—1 r+1
P(x,y) 71_/_1 (z —7)2 + 12 ﬂ_(aI‘C an( y )—i—arc an( ” ))
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3.9 Transformation de Laplace

Exercice 3.9.1 1.

L(fi)(t) = L(cos’t) = %/O+Oo(1 + cos 2t)e Pidt

1 -1 +oo
e P (p?cos2t + p® — 2psin 2t + 4
2p<p2+4>[ (v pe )

1 -1 9 9
—— (PP +4
2p(p2+4)(p v
1

2

1 P
—_ _+ .
<p p2+4)

+oo
L(f)(t) = E(te_tcost):/ te " coste Pidt
0

0

1
— —(p2 T 2P |:e_(p+1)t (p2t +2p(t+ 1)+ 2(t + 1)) sin t

“+00
—p*t+p*(3t + 1) + p(4t + 2) + 275}

0
p*+2p

(p2+2p+2)2'

+o0
L(f3)(t) = E(coshat):/ cosh ate Pt dt
0

+oo
L(f1)(t) = L(sinhat) / sinh ate P'dt
0

< - 2]

e
p—a p+a

a

| = N =

p2_a2'



80

+o0o
L(fs)(t) = £(t")=/0 t"e Pt

S {t”e_pt} + 2 / e Py = L
p 0 P Jo p
nn—1

= Sl

n! n!

Exercice 3.9.2 a) F(p) = pQQfTJ;{HS. Par fraction simple on a :

pn+1 ’

2p+1 A B

- +
(p+3)(p+2) p+3 p+2
5 3

p+3 p+2

F(p)

Alors
0 = () ()
= 5e 3t — 37,

b)

Alors

fit) = £t <]92—)) =u(t—3)[e"? —1—(t —3)]
= u(t—3)[e? —t

c) L(f) = m, puisque L7 (inwQ) = Lsinwt, alors

- 1 Lt
L 1(W) = f(t):;/o sinwrdr

1
= E(l — coswt).
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d) L(f) =e ™S5 = F(p). Alors

L7 (F(p)) = wu(t—m)cos(2(t —m))

(

0, st 0<t<nm

cos(2(t —m)), si <t

\

Exercice 3.9.3 On note L(y) =Y (p)

1. ¥y +y =1 avec y(0) = 0, on transforme l’équation différentielle :

pY(p) —y(0)+Y(p)=L(1) = (p+1)Y(p) = ]1)
= Vi) =
SERNTPESY
11
RIS

par la transformée inverse de Laplace on obtient :

LY)(p)=y(t) =1—e¢".

2. y" 42y 4+ 5y = 0 avec y(0) = 2, y'(0) = —4, on transforme ’équation différentielle :

= pY(p) = py(0) — y'(0) + 2(pY (p) — py(0)) + 5Y (p) =0
= p’Y(p)—2p+4+2pY(p) —4+5Y(p) =0
= Y(p)(p*+2p+5)=2p

2p 2p _ 2p+2-2
= Y= Pr2p+s5 pPr2prdtl (pr1)?+2?
N Y(p):2(p—|—1) 2 _ 2p+1) 2

(p+1)2+22 (p+1)2+22 (p+1)2+22

On a donc par la transformée inverse :

y(t) = 2e " cos 2t — e "sin 2t.
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3. y" + 3y = sin(t) avec y(0) =1, ¥/'(0) = 2, on transforme l’équation différentielle :

= p’Y(p) —py(0) — ' (0) 4 3Y (p) = L(sint)

1
= p’Y(p)—p—2+3Y(p) =

P+l
Y 243)= 2
= YW +3)=p+2+ 577
p+ 2 1 p+3/2 1 1
= Y(p) = + = -
(p) P?+3 (pPP+3)(p*+1) p?+3  2p2+1
V3 V311

p
= Y(p) = — - .
W= st T s Tt

Finalement

y(t) = cos(V/3t) + ? sin(v/3t) + %sin(t).

4. y" 4+ 5y" + 6y = 0 avec y(0) = 3, ¥/ (0) = =2, y"(0) = 7, on transforme l’équation
différentielle :

= PY(p) =3P+ 2T+ 5(p2Y(p) ~3p+ 2) + 6(pY(p) . 3) )
3P+ 13p+15  3p*+13p+15

= Y(p) = =
®) p(p*+5p+6) plp+2)(p+3)
51 1 1 1
= Yp)=-=--—--"—" 4+ —
W) =5 5,2t 053
Finalement
y<t>=§—1€_2t+6_3t
2 2 ’

Exercice 3.9.4

y(t) = t+/0 y(7)sin(t — 7)dr

= t+yx*sint.

Donc par la transformée de Laplace on obtient

Y(p) = 5 +Y(p)

Enfin
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Exercice 3.9.5 En utilisant les théoremes des valeurs initiales et finales, calculer s(t —

0%) et s(t — o0) pour les fonctions suivantes :

2
_ _p°+2pt+4

e Calcul de s(t — 07) :

2
. . . p°+2p+4
t_1>r(?+ s(t) pggop () pggoppi% + 3p? +2p

e Calcul de s(t — o0) : Avant de calculer s(t — 00), il faudrait verifier que les

conditions necessaires a cela soient valides :

P+22p+4  pP+2p+4
P sty Yot D re)

pS(p) =

p.S(p) a3 poles (0,—1,—2) placés dans le demi-plan gauche du plan compleze.
Donc aucun pole sur laxe imaginaire (a lexception du pdle a l'origine), et
aucun pole dans le demi-plan droit. Dans ce cas, on peut calculer s(t — o) :

2
. s . P H2p+4
Jim (1) = Jim () =l -

3 2
__ p°+2p°+6p+8
2' S(p> - p3+4p

e Calcul de s(t — 07) :

5+2p°+6p+38
lim s(t) = lim pS(p) = lim pp T AopTe

0o. ( cause de l'implusion
t—0+ p—00 p—00 p3+4p ( b )

e Calcul de s(t — o) : Avant de calculer s(t — o0), il faudrait verifier que les
conditions necessaires a cela soient valides :

3 2 3 2
+2p® 4+ 6p + 8 +2p® 4+ 6p + 8 2
P48 p it bpS L, 2

S —
PSp) =p p>+4p b p(p? +4) p?+4

= s(t) = L7(S(p)) =6(t) +2+sin(2t), t>0

= lim s(t) = 0+ 2+7 =7. ( cause du sinus qui varie continuellement)

t—o0



