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Examen

Exercice N° 01: (5 Points)
Soit (Q, M, x) un espace mesureé fini (u(Q) <x).

1- Donner la définition de la norme de I’espace de Lebesgue L™ (€2) .
2- Montrer que : Si f €L*(Q) onal|f(X)[<[f]. pp sur Q.

3- Soit f €L”(Q) tel que [f|, >0. Silona: I, =_Uf\nd/l ,nelN.

I +.
Vérifier que : In : SHf\L :
n
Exercice N° 02: (10 Points)
I) Calculer la transformée de Fourier de la fonction suivante :
e, x>0
f(x)=H(x)e™" = a >0,
0 , x<0

1,x>0
o0 H(x) est la fonction de Heaviside définie par : H(X) = {0 x<0

~alX

2) En déduire la transformée de Fourier de : g(x)=¢
n-1

3) En déduire la transformée de Fourier de : H(X) o _Dle_‘” nelIN”.
I1) Soient les fonctions définies sur IR par
1 4
f(x)= L g(X)=———.
) 1+x? 9 5-2x+ X’

- Sachant que f (@) = 7e”™*, déterminer §(«).
Exercice N° 03: (5 Points)
Utiliser la transformée de Laplace pour résoudre I'équation differentielle suivante :

y"(t)+3y(t) =sin (t) @
avec les conditions initiales
y(0) =1, y'(0)=2 (2)
Bonne chance Dr. Ali KHALOUTA




Corrigé Type Examen « Transformation intégrale dans les espaces Lp »

Exercice 1 (5 Points) :
Soit (2, M, x) un espace mesuré fini (z(Q) <x).

1- La définition de la norme de 1’espace de Lebesgue L* () est :

Hwa:inf{C:\f(x)\sC p.p sur Q}.
2- On montre que : Si f e L”(Q) ona |f(X)|<|f| p.p sur Q.

En effet il existe une suite C, telle que C, = f|. et pour chague n ona |f(X)|<C,

p.p sur Q. Donc |f(X)[<C, pour tout xeQ/ E, avec E, négligeable.ﬁ

On pose E= UE. de sorte que E est négligeable et "on a | f (X)|<C, pour tout n et pour

toutxeQ/E.

Par conséquent | f (X)| <] f|. pour tout xeQIE.

3- Soit f eL*(Q) tel que |f|. >0. Sil’ona: I, =J.Q‘f‘ndﬂ ,nelN.

|
On vérifie que : In—HSHwa

n

Ona
IM_:Q\f\Mdy: [RERLCY /n

<11 du <[ ||| de

o
=22 <] -

n

AN

Exercice 2 (10 Points) :
On calcule la transformée de Fourier de la fonction suivante :
e x>0
f(x)=H(x)e™*" = a >0,
0 , x<0

1,x20
ot H(X) est la fonction de Heaviside définie par : H(x)={0 %<0

F(0)= F(H(0)(@) = FH(Me " )0) = [H(e e =1 gy [ee % gy

-0 0

+00 1

_ J‘e(a+2ﬂiw)x dx = .
; a+27l o
1



~alX

2) En déduire la transformée de Fourier de : g(x)=¢

+00 0 0
Q(C{)) = F(g(X))((()) = F(e_“ ‘X‘)(a)) = J.e_ax e—2”i XX = jeax e—27ri OX dy + '[e—ax e—2;;i X dx

—0 —0 0

" (a2 1
_ je(a—anw)x dx + -
s a+27l @
{ 1 1 20
= -|- —

a=-2rio a+2rio o’ +4rt e’
n-1

3) En déduire la transformée de Fourier de : H(X) 0 _l)le_ax nelN”.
Ona
(n-1) . - _1 1 d(n—l .
0 f () = F((<270)™ H (x)e™) j {(0)

do"™ / (-27)" (n-1)1d "

On utilise la dérivée successive obtient

d® ; 27l (271 0)'1
— ()= — = —
do (@+27i0)f (a+27i0)

d? . - (-27ie)2
do 7 1) (a+27i o)
d_ ( 27i w)' 3

dao (a+27z|a))

ﬂzf(w):(—zm o)™ (n-1)!

do (@+27i0)
Donc
A I 1 X(—27zia))“‘1(n—1)!_ 1
[ (X)(n 1)' j(w)_(—Zﬂi)nl(n—l)! (@+27i o) _(a+27zia))“

I1) Soient les fonctions definies sur IR par
4
, 9(x) =

f(x)= _
()= 1+X° 5—2X + X

- Sachant que f (@) = e déterminer §(w).
Ona
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2x+x
+1

ce qui implique que

N (o= ( ) pra

§(0) = F((h;(% f )j(X))(w) = 2(, f 20) = 2670 f (20) = 26771 & 70

Exercice 1 (5 Points) :

On utilise la transformée de Laplace pour résoudre I'équation différentielle suivante :

y"(t) +3y(t) =sin (t) @
avec les conditions initiales

y0)=1, y'(0)=2 (2)
En appliquant la transformée de Laplace des deux cotés de I'équation (1) et en utilisant la

propriété de linéarité on obtient : /@
L (y"()+3L(y(t)=L(sin () |
En utilisant la transformée de Laplace de la dérivée deuxiéme, on a 0s
p* L (y()- py(0) - y'(0) +3L(y(1)) = Lisin (1) /CJ
En replacant les conditions initiales (2), on trouve

pL (y(t)- p-2+3L(y(t))= Lisin (1)) /@
Par un calcule simple, on
1
2+3)L (y(t))=p+2
(p"') (Y()) P+ +p2+1 m
Ce qui implique que

1 1
p+2 1 p+2 _E 2
L (y(t
(y()) p+3 ( +3Xp+1 p+3 p+3 p+1
I 31
2,2 _ P 2, 2
p’+3 p+1 p?+3 p?+3 pi+l
p f 311

o] 2 (] 2

En appliquant la transformée de Laplace inverse on trouve la solution des équations (1) et

(2) comme suit :
y(t) =cos (\/gt)+§sin (V3t) +%sin ()

Dr. Ali KHALOUTA



