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Examen

Exercice N° 01: (05 Points)

1- Soit L"(Q) un espace de Lebesgue sur Q € IR avec 1< p <o . On définit I'exposant

Lqué d = oo
conjugue ae ar _T—=< avec — VY.
jugué de P par -+ -

Compléter le tableau suivant :

Réflexif Séparable Espace dual

LP(Q) , 1< p<oo

L'(Q)

L”(Q)

2- D'apres le théoreme de Fubini, calculer

1
”D 1+ x*)(1+Y?) cedy

telle que D= {(X, y)/0<x< y}.

Exercice N° 02: (08 Points)
1) Trouver la transformée de Fourier de la fonction suivante :

1si |x<a
f(x)= .
0si |x>a

2) En utilisant la transformée de Fourier inverse calculer 1’intégrale

U cos (2w X)sin (2zw a
J- (27w X)sin (27w a) do
s w
3) En déduit la valeur de I’intégrale
©sin
j () do
e

1
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. 2
sin (x
1) On rappelle que la transformée de Fourier de la fonction 9(X) =( " ) est la

fonction @(w)Zﬂ(l—”‘wDZi ()

N e
N |-

Déduire la valeur de I’intégrale

Exercice N° 03: (07 Points)
1) Soient f une fonction périodique de période T >0 et F(p) = L(f(t)) sa transformée
de Laplace. Montrer que

Lo -pt
F(p)—l_eTp jo f(t)e ™ dt.

2) Utiliser la transformée de Laplace pour résoudre I'équation intégro-différentielle
y )+, €2 y'(s)ds = e, &

avec les conditions initiales

y0)=0, y'(0)=1 (2)

Bonne chance Dr. Ali KHALOUTA




Corrigé Type Examen « Transformation intégrale dans les espaces Lp »

Exercice 1 (05 Points) :
Compléter le tableau suivant :

Département de Mathématiques

Réflexif | Séparable Espace dual /[0.25+0.25+0.5
(@) 1<p<ee o ool L'(©) /:0.25+0.25+0.5
N(9) NON OuUl L*(Q)
L*(Q) NON NON | contient strictement L'(Q) AO'ZSJFO'ZSJ’O'S
1

2- La fonction (X,¥) X)) 1+ ) est continue et positive sur D ={(x,y)/0<x <y},

donc mesurable, on peut donc appliquer le théoréme de Fubini. Alors X variede 0 a Y

avec Y un réel positif.
| :-UD (1+x dxdy )

= j - dx dy
o (Y0 (1+x*) 1+ y?)

arctan y dy

arctan y ) +Oo/
T /
Exercice 2 (08Points) :
I) On trouve la transformee de Fourier de la fonction suivante :
1si |x<a
o si X >a
f(0) = F(f (X))(0) = j (x)e 2" X dx = 2’”‘”de

—Zn'la)x
27r| a)
1 Zﬂ'Iwa -27iwa
:ﬂw( 2i j

_sin(2rw a)

=

O




2) On utilise la transformée de Fourier inverse calculer I’intégrale

+f’cos (27w X)sin (27w a) do
bt )
Pour cala, on a
F(f(0) = f(x)@Tezmx f (w)do = £(x)
@T(COS(Zﬂa)X)-i-iSin(Zﬂwx))wdw:{l Si. X<a
i To 0 si ‘X‘>

& [ cos(2zx) sh(2rwa) do+i [sin( 270x) sh2roa) .,
T Q T

—© -0

1si |x<a

“losi [>a
i ' 1 si <a )
:>j cos(2zwx) sin (2rw a) da):{ i |X

T 0si [x>a

—00

3) Pour x=0 et a:Z,ona

LB
S|n 7[(0)
:,f )

sin (X
1) On rappelle que la transformée de Fourier de la fonction 9(X) Z( " j est la

fonction @(0))277(1—7[‘50 Dz ()

1

22 ]

N

0 . 4
sin (X)
On déduire par 1’égalité de Parseval-Plancherel la valeur de I’intégrale I (Tj dx

—00

Ona



+00

Donc, il suffit de calculer j

—00

i) do=2

+00

|

—0

2
3
Donc
T(sin (x)j4dxz2_7z
S X 3

Exercice 1 (07 Points) :
1) Soient f une fonction périodique de période T >0 et F(p) = L(f(t)) sa transformée de

Laplace. Montrer que

1
1-e™

F(p)=—— [ T dt,

Pour cela, on a
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p)=[ (e o //",——‘IEI

[ e e*”m+j fe " dt+ | f(H)e ™ dt+..

0

+ 0

(k+)T ot
;ﬁ e P dt

On pose U=t—KT , doncona

+ o

F(IO)=ZI f(u+kTepu+kT
k=0
Zij u)e™e™ du . (Car fest périodique )
k=0

= eT" u)e™ du
2) On utilise la transformée de Laplace pour résoudre I'équation intégro-différentielle
y @)+ ] 6% y(s)ds =e?, (1
avec les conditions initiales
y(0)=0, y'(0)=1. (2)

En appliquant la transformée de Laplace des deux cotes de I'équation (1) et en utilisant la

propriété de linéarité on obtient : .ﬂ

L)+ e yo)ds)=L(e?)

En utilisant la transformée de Laplace de la derivée premiere et deuxieme, et la propriété
de la convolution, on a )

L (y0)-pyO) -y @+ L™ *y()=L ¥q/%4;z::{::
p* L (y(t)- py(0)-y'(0)+ Lle* J(y'(t))= /[:

0* L (y(©)- py(0)- y (0)+pi(pL (1) y(0)) =

1
p 2

4



En replacant les conditions initiales (2), et par un calcule simple, on trouve

En appliquant la transformée de Laplace inverse on trouve la solution des équations (1) et
(2) comme suit :

Dr. Ali KHALOUTA



