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Objectifs

L'objectif principal de ce cours est de développer des compétences et des techniques qui permettront aux
étudiants de:

e Maitriser les outils d'intégration avancée

e Résoudre des équations différentielles

e Analyser les séries et leurs applications

o Utiliser les transformations de Laplace et de Fourier
¢ Appliquer les méthodes mathématiques a la chimie

Ce module vise a fournir aux étudiants de licence en chimie les outils mathématiques nécessaires pour
aborder des défis complexes dans leur domaine, en facilitant la modélisation et l'analyse des
phénomenes chimiques avec des approches rigoureuses et adaptées.



Fiche-contact I

1. Présentation de l'enseignant :

o Enseignant de la matiéere : Abderraouf Bouchelaghem

o Contacts : abderraouf.bouchelaghem@univ-setif.dz*

2. Informations administratives :
o Coefficient: 02
Crédits: 04

(e]

o

Volume horaire global : 45Heures

o

Volume horaire de travail requis/semaine : 3h
3. Modalité d'évaluation : 33% Continu+ 67% Examen

4. Modalité de suivi (calendrier du tutorat) : Département de Chimie, Faculté des sciences,
Université Ferhat Abbas Sétif 1.

'welid.grimes@univ-setif.dz
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Préface 1

Ce cours est un cours de niveau Licence désigné aux étudiants de deuxiéme année Licence chimie,
(régime L.M.D, Licence-Master-Doctorat) conformément au programme officiel du module
Mathématiques appliquées .

Ces notes de cours sont issues de 'enseignement du module de Mathématiques appliquées durant ces
années au niveau du département de Chimie, Faculté des sciences, Université Sétif 1.

Dr. Bouchelaghem Abderraouf, University of Ferhat Abbas Sétif 1, Faculty of Science, Department of Mathematics

Contiumus Emunton-33% . =3

1 2nd Year Mathematics
Bachelor's Students -

Semester 3

Gosfficient=
Crecits +3

~Naturalintegers
1 Weaks g

‘The objective of this course s to provide students with the fundamental skills to use programming tools
such as MATLAB (licensed) or Scilab for numerical, symbolic, and graphical computations. By the end of
the course, students will be able to model, analyze, and solve mathematical problems through
programming, visualization, and symbolic manipulation.



Pré-requis 11

1. Pré-requis

Pour pouvoir suivre ce cours avec succes il faut au préalable avoir :
¢ Fonctions usuelles : polynomes, exponentielle, logarithme, trigonométriques.
e Dérivation:
o Dérivées de fonctions réelles d'une variable réelle.
o Regles de dérivation (produit, quotient, composée).
e Intégration (Rappelsde L1):
o Intégrale de Riemann sur un intervalle borné.
o Calcul de primitives de fonctions usuelles.

o Techniques d'intégration : par parties, changement de variable.

2. Test des pré-requis

Exercice 1 [solution n°1 p. 31]

Exercice

1
Quelle est une primitive de f(x) = 3x% — —
X

O XP+Inx+C

O X—Inlx|+C

O F©¥-x1+C
O 383 -Inlx+C
Exercice

Calculerflz(Zx + 1)dx
O 4
5

O
O &6
o



Pré-requis

Exercice

Quelle technique est la plus appropriée pour calculer f xInxdx
O Changement de variable

O Intégration par parties

O Intégration directe

O Intégrale impropre

Exercice

Dans fxcos(xz)dx,quelchangementdevariable convient?
O u=-cosx

O u=sinx

O u=x
O u=2x?
Exercice

Dérivée partielle de f(x,y) = x*y + y parrapporta x
O 2xy+y?

O 2x+y

O 2xy

o

Exercice

1
Quelle est la limite de—quand x — +0o0
X

O 1

O o

O +

O n'existe pas

Exercice

1
Calculez l'intégrale suivante : fo (Bx* +2)dx

Exercice

2x%2 + 1

Donnez la valeur de la limite suivante : lim,_, ;oo ————
x2 45



Intégrales simples et multiples IV

1. Objectifs

A l'issue de ce chapitre, I'apprenant sera capable de :
 Définir l'intégrale de Riemann pour des fonctions d'une variable réelle.
o Calculer des primitives de fonctions usuelles.
e Formuler et interpréter des intégrales doubles et triples.

e Appliquer les intégrales multiples au calcul d'aires, de volumes et d'autres grandeurs
géométriques.

o Utiliser les changements d'ordres d'intégration pour simplifier des calculs dans des domaines
simples.

¢ Analyser des situations géométriques pour modéliser des problemes a l'aide d'intégrales
doubles ou triples.

2. Rappels sur l'intégrale de Riemann et sur le calcul de primitives

2.1. Intégrale de Riemann

Subdivision % Définition

Soit [a, b] un intervalle fini, on appelle subdivision § de [a, b] toute suite finie ordonnée (¢;)p<i<, de

[a, b]:
a=ty<t;)<---<t, =b.
On appelle "pas" de la subdivision, le réel qu'on note par p(S) défini par

p(S) = maxo<j<p—1 |tie1 — 4l

? Exemple

e Dans cet exemple, nous donnons quelques subdivisions de l'intervalle [0, 1].

1 113
Sl_{0’§’1}7 Sz_{()’z’z’z’l}a

1 2 215
=10,2, 5,1 =10,2,2,2,1}.
°3 {0’3’3’ } o4 {0’5’2’6’}

sont des subdivisions de [0, 1].
b-a

e La subdivision uniforme sur [a, b] est celle de points t; = a + i ,0 < i < n,elleest de pas

b—a

n




Intégrales simples et multiples

e Précédemment, S 1,57, S 3sont uniformes de pas respectivement

1 1 1
S == Sy)=- et S3) = —.
p(S1) > p(S2) 1 © p(S3) 3
S I 2
Par contre, 1 n'est pas uniforme et de pas p(S 4) = 5
(Subdivision de l'intervalle [a,b] ? Exemple

Dans le cas ou I = [a, b], on peut considérer la subdivision uniforme suivante :

b-a b-a b-a b-a
<xy=a+2 <xy=a+3 - —— o <xyy=a+k——<--<x,=b.
n n n

1

c'est une subdivision uniforme de Idont le pas est p(S) = —.
n

Xo=a<x;=a+

Soit f une fonction bornée sur[a, b]. On considére une subdivision S de [a, b]qu'on note :
S={xo=a<x <xp-+-<x,_1 <x,=>b}.Onposepouri =1,2,...,n,
m; = 1inf,ery ) f(X) et M; = sup gy, S (0.

Sommes de Darboux Q Définition

On appelle somme de Darboux inférieure associée a f et 0 le nombre
Sta)(f> ) = Zicy mi(x; = Xi-1).

La somme de Darboux supérieure associée a f et o~ est le nombre
Stap(fr0) = iy Mi(x; — xi—1).

une application bornée somme de Darboux
supérieure

QA “ne su bdivigsion b

somme de Darboux
IMFETNMEUrE

Sommes de Darboux

Fonction intégrable au sens de Riemann q Définition

Soit f une fonction bornée sur [a, b]. On dit que f est intégrable au sens de Riemann (ou Riemann
intégrable sur[a, b]) si

S(a,b] (f) =S [a,b] (f)

On note alors ce nombre par fab f(t)dt etil est donc l'intégrale de f sur l'intervalle[a, b).

10



Intégrales simples et multiples

2.2. Propriétés de l'intégral de Rieman

Soient f et g deuxfonctions, 1 € R eta,b,c € R(a < c < b)ona:

1. Si lafonction f est intégrable sur les intervalles[a, c]et[c, ], elle est intégrable sur l'intervalle
[a,bletona

b b
[P fdx= [ foodx+ [ fxdx
2. Silafonction f estintégrable sur l'intervalle[a, b]et f > 0, alors
[ fxydx=0

3. Si la fonction f est intégrable sur l'intervalle [a, b] et A € R, alors la fonction Af est intégrable
sur l'intervalle[a, b]

[P Afydx= A [ fx)dx

4. Si les fonctions f et g sont intégrables sur l'intervalle[a, b],
b b b
J, () + godx = [ f(x)dx+ [ g(x)dx

2.3. Calcul des primitives

a) Calcul des primitives

m Définition

Soit f une fonction continue sur 1. On dit que F' : I — R est une primitive de f sur [ ssi la dérivée de
F donne f (F’ = f).On prend alors |'habitude de noter toute primitive de f sous forme

F(x) = [ f(x)dx

et s'appelle aussi intégrale indéfinie de f.

Q Remarque

La primitive d'une fonction s'il existe n'a pas unique. ‘

? Exemple

2
X
Soit f : R — R définie par f(x) = x.Alors F : R — R définie par F(x) = EESt une primitive de f
2
X
, aussi la fonction définie par F(x) = ) + 2 est une primitive de f.

b) Primitives usuelles

:’ Rappel

On rappelle les dérivées des fonctions usuelles ainsi que les formules générales de dérivation.

Lafonction f ]I;aep%ry)itive de f défnie par: (
ceR cx+k
X, aeR\{-1} x4k

a+1

11



1 In|x| + &
X
e' e +k
sin(x) —cos(x) + k
cos(x) sin(x) + k
ch(x) sh(x)+k
1
T arctg(x) + k
1 in(x) + k
arcsin(x) +
V1 — x?
1
— arsh(x) +k=In(x+ V1 +x?) +k
+ X

? Exemple

Calculer l'intégrale suivante [ = f<3x2 +e* —cos 2x) dx.

I:f3x2dx+fe_xdx—fcos2xdx
1
:3fx2dx—f—e_xdx—5[200s2xdx
3 1

X

Ona

=x —e —Esin2x+k

c) Intégrale par partie

Soient u et v deux fonctions dérivables. On a
[u(x)v' (dx = u(x)v(x) - [ (v(x)dx
ona(u(x)v(x)) = u' (x)v(x) + u(x)r’(x)alors
f (u(x)v(x))dx = f u' (x)v(x)dx + f u(x)v'(x)dx
doncu(x)v(x) = f u (x)v(x)dx + f u(x)v'(x)dx c'est a dire

f u(x)v'(x)dx = u(x)v(x) — f u' (x)v(x)dx

? Exemple

calculonsfxzexdx

Ona

12




o fxzexdx = x%e* — f2xexdx = fx2exdx = x%e* — 2fxexa’x
. fxexdx = xe* — fexdx = xe* —e*

alors

fxzexdx = x%e* =2 fxexdx = x2e* = 2xe* +2¢*+¢, ceR

d) Changement de variables

Soientu une fonction dérivable et f une fonction continue avec F(x) = ff(x)dx

Ona
[w fwdx = [ fu)du = F(u)

Calculons la primitive

sin x
K(x) = | tanxdx = dx.
) f fcosx
1
on choisit u(x) = cos x, f(x) = ;,u’(x) =—sinx, F(x) =In|x| +¢,c € R.
fsmxd = - [w fydx = [ fuydu = F(u) = —In|cos x| + ¢, c € R
cosxx_ u f(wydx = | f(wydu = F(u) = —In|cos x|+ ¢, c .
sin x
K(x):f dx=—1In|cosx|+c, ceR.
COS X

3. Intégrale double

3.1. Intégrale double

* Méthode

? Exemple

Q Définition

Soitz = F(x,y) une fonction définie dans un domaine D fermé et borné du plan xQy . Décomposons
le domaine D d'une facon arbitraire en n domaines élémentaires de surfaces Asy, Asy,...,As, .
Choisissons maintenant dans chaque domaine élémentaire un point arbitraire (Py)1<k<n . Soient
F(Py),F(Py),..., F(P,) les valeurs de la fonction F(x,y) en ces points, et formons ensuite les

produits F'(Py)Asy .

On appelle somme intégrale de la fonction F'(x,y)dans le domaine D une somme de la forme

ZZ:I F(Pk)ASk = F(P])AS] + F(Pz)ASz + ...+ F(Pn)ASn

On appelle intégrale double de la fonction F(x,y) sur le domaine D la limite de la somme intégrale

quand le plus grand des domaines As; — 0.

On note

[, Fee.y)dxdy = ([, F(P)ds = limmax ag—0 Xj—y F(POAs.

13



|

r
Py

s
c;g—-___________:"';'-.._.._...-"'_ -

A9 1 P 1

\\.

",
Y
ot

H{x)

Dok m— o e — — —
",' .

1}

Intégrale double

Q Remarque

Pour une fonction continue dans le domaine fermé D, cette limite existe et ne dépend ni du mode de
partitionnement du domaine D en élément ni du choix des points Py

3.2. Propriétés des intégrales doubles

Si f(x,y)etg(x,y) sont deux fonctions continues sur le domaine D = Dy U D, de R?

avec(D; N D, = 0), nous avons alors
L [ LfCey) + gle )] dydx = [[) f(x,y)dydx + [[, 8(x.y) dydx.
2. [[, Af(e,y)dydx = A [ f(x,y)dydx, (1€R).
3. Jp fOuyydydx = [f, fox,y)dydx + [, f(x,y)dydx.
4.5 f(x,y) < g(x,y) = f fD f(x,y)dydx < f fD g(x,y) dydx.
3.3. Calcul des intégrales doubles
a) Théoréme de Fubini

Théoréme de Fubini Fondamental

Soit f : D — R une fonction continue.
1.CasouD =[a,b] X [c,d],a < betc <d,ona:

[y ey = [7| [* e dy|de = [ f7 £ox x| d

2.Cas o D={(x,y) eR*a<x<bulx)<y<v(x)}, ou uv:[a,b] >R sont
continues, alors:

JIp fCx, y)dxdy = fab [ fug) f(x, y)dy] dx.

G_ Complement

Si f(x.y) = g0h(y)avec D = [a, b] X [c.d] ,on -
[y £y = [ [ g x| [ noner| ‘

14



2 Exemple

On calcule I = [ (xy)dxdy,ou D = [1,2] X [3,5].

1
Iz[flzxdx]x[f;ydy =§x—6=12.

? Exemple

Oncalcule I = ffDdxdy,oUD ={(x,y) eER%0<x<1,0<y<1-4xa}.

N ]
[[, dxdy = [} [fol dy] dx = ['(1 - x)dx = 5

b) Changement de variable

Fondamental
SoientU et V deux ouverts de RZ et
p:U->YV
(u,v) = (x,y)
une application de classe C',et A c UetD c V
ox 0x 0ox Ox
La matrice jacobienne de @ est J(¢) = Qu Qv et det(J(p)) = qu Qv
oy 9y oy Oy
ou Ov ou Ov
Sigp(A) = D, onobtient:
[, f&x.yydxdy = [, flu,v)) det(j(@)) dudv
c) Coordonnées polaires
Fondamental

¢ :(r,0) > (x,y) = (rcos 6, rsin6)

D(x,y) (cos® —rsinf
D(r,0) \sin@ rcos6

La matrice jacobienne de ¢ est

D(x,
et’ D(():, ;)) =r.Si ¢(A) = D,onobtient:
ffD f(x,y)dxdy = ffA f(rcos@,rsin@)|r|drd6
vk
}I

M

@]

B

|
[
|
|
|
|
[
|
|
X

coordonnées polaires

15




Intégrales simples et multiples

? Exemple

On calcule

1= ffD1+x2 dxdy

ouD = {(x,y)/x* +y* < 1}
donc A = {(r, 0)/0<r§1€t0£9£27r}

1= ffy iy = [l

3.4. Application au calcul des aires

drd@ =rxln2

q Définition

L'aire d'une figure plane limitée par le domaine D se calcule par la formule ‘

AD) =[], dxdy.

? Exemple

Calculer l'aire de la figure limitée par les courbes y = xet y = 2 — x2.

On détermine d'abord les coordonnées des points d'intersection de ces courbes, en résolvant le
systeme::

y=x ety=2—x?,cad, x>+x—-2=0. Par suite, on obtient a(-2, -2) et b(1,1), d'ou

2<x<letx<y<2-—x%
2— x>
ﬂ(D)—f dxf

Ona

2-x2
= (Y) dx
) X
1
= | @-x*-xdx
-2
¥ x?
— zx____
=53
9
Euz.
(u : unité de surface)

4. Intégrales triples

On va réaliser une étude de l'intégrale triple par analogie avec celle de l'intégrale double. Les définitions
de l'intégrale triple sont semblables aux définitions de l'intégrale double. Le vocabulaire est
identique il suffit de remplacer R? parR3, et on parlera de volume au lieu de surface.

Soit f : D — R une fonction définie sur un domaine D C R?

Lintégrale sur Dde f : D — R, s'appelle une intégrale triple, on la note

16



fﬂp f= fffD f(x,y,z)dxdydz.

Bl y)|,

alx, y)|.

/' - e . I\J‘?.———.L..______ E /
b e \"‘--._,________ ________—__F""./

. T~
Intégrale triple

4.1. Propriétés des intégrales triples

Si f(x,,2) et g(x,y, z) sont deux fonctions continues sur le domaine D = D U D, de R? avec
(Dy N Dy = 0), nous avons alors

L [l LG y.2) + g, y, D)1 dzdydx = [[[, f(x,y,2) dzdydx + (][, 8(x,y,2) dzdydx
2. |[], Af (x,y,2) dedydx = A [[],, f(x,y,2)dzdydx, (1€ R).
3. [, £y, ) dzdydx = [[f}, fx,y,2)dzdydx + [[J, f(x,y,2)dzdydx.
4.Si f(x,y,2) < 8,2 = [[],, f(x.y.2)dzdydx < [[f, 8(x,y.2) dzdydx.

4.2. Calcul des intégrales triples

a) Théoréme de Fubini

Théoréme de Fubini Fondamental

Soit f : D — R une fonction continue.
1.CasouD = [a,b] X [c,d] X [s,t],a < b,c <dets <t,ona:

[, £y ydxdydz = 7| [ £x.v.2)dz] dy | dx

2.Cas ot D ={(x,y,2) € R} (x,y) € A, u(x,y) <z<v(x,y)}, ot uv : D—R sont
continues, D est un ensemble fermé borné de R“, alors:

[l £y dxdydz = [[,| [ £x,y,20dz] dxay.

17



3.Casou D ={(x,y,2) € R* a<z<b,(x,y) € A(R)}, ot uy : D — R sont continues, D(z) ‘
est un ensemble fermé borné de R2V7 € [a, b], alors :

I, fx.y,2)dxdydz = fab N o [y, 2)dx dy|dz.

Fondamental

Si f(x,y) = g(x)h(y)k(z)avec D = [a,b] X [c,d] X [s,t],a < b,c < dets <t,ona:
[l Gy D dxdydz = | [ g dx| x| [y dy| x [ [ ko) de]. |

? Exemple

on calcule [ (xyz)dxdydz,D = [0, 1]?

[l vrddyds = || [ vas] [ ' 2] = |

? Exemple

oncaleule [[[ dxdydz,a = {(x,y) € R*; (x,y) € D =[0,1]%,0 < z < x}

([ [ oo
[l
:1f° xdx fo dy]

X

2

b) Changement de variable

* Méthode

Soient U et V deux ouverts de R3 et
p:U->YV
(u,v,w) = (x,5,2)

une application de classe Cl,et A C Uet D C V. La matrice jacobienne de @ est J(©):

ou gv ow ou gv aw
0 0 0 0
Hp=|2 2 2 etdaen =2 2 2
ou v Ow ou 9dv w

Si¢(A) = D, on obtient :
[}, £y, wydxdy = [[[. f(u, v, w)) Idet(J(@))] dudvdw.
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Intégrales simples et multiples

c) Coordonnées cylindriques

* Méthode

0:R* >R (r,0,2) = (x,y,2) = (rcos 6, rsin6, z)
cosf -—rsinf O

La matrice jacobienne de pest J(¢) = |sinf rcos@ Of,etdet(J(p)) =r.
0 0 1

Sip(A) = D, laformule du changement de variables s'écrit alors :

[, £y, 2dxdydz = [[[ f(rcos8,rsin8,z)| det(J(@))ldrdbdz

z.ii.

[

Coordonnées cylindriques

2 Exemple

(], dxdydz,avec D = {(x,y,2) e R +y> < 1,0 <z < 2}
A={r0,290<r<1,0<0<2r1,0<z7<2}

fdexdydz:fflfArdrdedzz
:[lf" rdr x[fo”da]x

=§><27r><2=27r.

[

d) Coordonnées sphériques

* Méthode

cosfcosfS —rsinfcosfS —rcosfsinf
La matrice jacobienne de ¢ est J(¢) =|sinfcosff rcosfcosfS —rsinfsinf| , et
sinf3 0 rcospf

0 : R} 5 R3 (r,6,8) — (x,y,2) = (rcosfcos B, rsinf cos 8, r sin 8)

det(J(p)) = r?> cos B

19



Intégrales simples et multiples

La formule du changement de variables s'écrit alors :

f(x,y,2dxdydz = f(rcosfcos B, rsin@cosf, rsin B)r?| cos Bldrdods
D A

-

e

I

Coordonnées sphyriques

oncalcule [[f, dxdydz,D = {(x,y,2) € R}|lx? + y* + 22 < 1}

donca = (RO,BI0<r<1,0<0< 27r,—% <B< g}

ff f(x,)’,z)dxdydz:fffrzlcosﬂldrdadﬁ
D A
1 27
=U r’dr]xf do
0 0
4

=37

X

x
f,Z, cosBdp
2

4.3. Application au calcul des volumes

Le volume d'un corps qui occupe le domaine D est donné par la formule

V= fffDdxdydz.

Calculons le volume du cylindre de rayon a et ['hauteur h
[Jldxdydz, D={(x,y,0) eR*|x*+y*<a’,0<z<h)
A={(r0,2)|0<r<a,0<60<27r,0<z<h}

20

? Exemple

q Définition

? Exemple




fffD dxdydz = fffA rdrdfdz = [foa rdr] X [fozn de] X [foh dz] = a—2227rh = d’wh.

4.4, Exercice
Question [solution n°2 p. 32]

Calculer le volume du corps limité par les surfaces z = /x2 + y? etz = X+ y2

21



TD1

1. Exercice: 1

Question
Calculer les intégrales doubles suivantes
dxdy )
ffD(x+y)3, D={(x,y)eR?|x>1,y>1,x+y<3},

2
2. 12=ffDC0s(\/x2+y2)dxdy ou D={(x,y)€R2|x>0,y>0,x2+y2S%}
3.]3=fstin(x+y)dxdy ol D={(xy)eR?|x=>0;y=>0etx+y <}

Indice:

Pour [; utiliser les coordonnées polaires, et dans I3 Poseru = xetv = x + y.

2. Exercice: 2

Question

Calculer les intégrales triples suivantes :

1.Ji = [[J,(x+y+2)dxdydz, ot D={(x,5,2) €R?|[0<x<1,0<y<x0<z<y}

dxdydz .
20 =, —= 2 ot D={(x,y,2eR | ¥ +y*+z2 <1}

VX2 +yr+ 22
Indice:

Pour J; utiliser les coordonnées sphériques

3. Exercice: 3

Question

Calculer 'aire du domaine D limité par les courbes :
Ly=2-x> et y=ux,
2.y =+x et y=x%

4, Exercice: 4

Question
Soit V' le volume définiparV = {(x,y,2) € R3|x2 + y2 <z<1}
1. Calculer levolume de V.

2. Calculer fffv x> dxdydz.

22

[solution n°3 p. 33]

[solution n°4 p. 34]

[solution n°5 p. 34]

[solution n°6 p. 35]



Intégrale impropres Vi

Les intégrales jusqu ici ont été définies sur des intervalles fermés et bornés de R, dont la fonction doit
étre au moins continue par morceaux. Cependant plusieurs applications conduisent a considérer assez
souvent des intervalles non bornés ot la fonction f a intégrer est discontinue pour des valeurs isolées de
la variable x comprises dans les limites d'intégration. Pour couvrir ces cas, la notion d intégrale, que ce
soit de Riemann, doit étre étendue a l'aide des limites. Cette appellation est dite intégrale impropre ou
généralisée

1. Objectifs

Al'issue de ce chapitre, l'apprenant sera capable de :

Identifier les types d'intégrales impropres

Déterminer la convergence ou la divergence d'une intégrale impropre
Calculer les intégrales impropres

Utiliser des criteres de convergence

Manipuler les cas particuliers d'intégrales impropres

2. Intégrale impropre de premiére espéce

q Définition

Soit f(x) une fonction bornée et intégrable sur tout intervalle fini[a, b] . Alors, par définition

[ fy dx = limy e f) (1) dix.

L'intégrale du membre de gauche de |'égalité est dite convergente ou divergente selon que la limite
de droite existe ou n'existe pas.

De méme par définition

f_boo f(x)dx = lim,__o fa b f(x) dx.

2 Exemple

C s 0 .
L'intégrale fo+°o e * dx est convergente, cependant l'intégrale f_oo cos x dx est divergente. En effet,

+00 . b _ . _ b
(] fo e tdx = hmb_wx,fo e dx =limp_, 1 00(—e™) 0

=1+ limpo 1e0(—e7?) = 1.

. 0 . . (U . .
° f_ow cosxdx = lim,_,_o J; cos xdx = lim,_,_.(sin x)| = lim,_,_., sina n'existe pas.
a
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Intégrale impropres

D'une maniére analogue, on définit aussi

fwf(x)dx:fxof(x)dx+f Oof(x)dx

Xo
X0 b
= lim f fx)dx+ lim f f(x)dx.
a——o00 a —+00 Xo

e N L roo dx
Etudier 'intégrale de premiere espece suivante:: f_

On applique la remarque précédente dont xg = 0

f*w dx 7f dx +f+°° dx
o 1+ 1+ b 1+x2

0 b
= lim (arclanx)| + lim (arctan x)}
a——co a  botoo 0

= lim (arctan 0 — arctana) + lim (arctan b — arctan 0)
a——co b—+oo

()5

L'intégrale donc est converge.

© 14+x2

? Exemple

3. Convergence des intégrales impropres de premiere espece

Intégrale de puissance ou de Riemann

Toute intégrale de la forme

f+oo dx

a xa

q Définition

ol ar est une constante eta > 0 est appelée intégrale de puissance, tels que elle converge si @ > 1 et

elle diverge poura < 1.

+00

L'intégrale
grale J, B+
X 1

+00 dx .
=5 = —2eth — est convergente ol @@ = 2>1.
x> +x-1 x X

Critéres de comparaison pour les fonctions positives

dx est convergente car pour x — +00,0n a

? Exemple

Fondamental

Soient f et g deux fonctions intégrables sur tout intervalle fini[a, b] vérifiant 0 < f < g . Alors

L J:oo 8(x) dx est convergente — fa+oo f(x) dx est convergente.

2. fam J(x) dx est divergente = fa+°o g(x) dx est divergente.

1. L'intégrale fl+o° e dx est convergente puisque pourx > 1,ona

2 o« 2 1
X2 <eX doue™ <=
X

24

? Exemple




e s +oo dX . .
mais l'intégrale fl — est de puissance qui converge.
X
Selon le critere de comparaison notre intégrale donc est converge.

L, +00 10
2. L’mtegraleJ;

I <logxdou- < —

s oo dX . .
mais l'mtegralej; —est de Riemann qui diverge.
X

Intégrale impropres

o R e +o0 log x :
D'apres aussi le critere de comparaison l'intégrale fz —— dx donc est divergente.
X

Critére de quotient pour les fonctions positives Fondamental
Soient f et g deux fonctions intégrables sur tout intervalle fini [a, b], telle que
. X .
im0 — S = A existe.
8(x)
Alors,
. +00 +00 "
1.Si A #{0,+00} = fa f(x)dx etfa g(x) dx ont la méme nature.
2.5iIA=0 etf;oo g(x) dx converge — fam f(x) dx converge.
3.SiA = +o0 et f;oo f(x)dx diverge—= f;w g(x) dx diverge.
? Exemple
Considérons l'intégrale suivante [ @ lintégrale de Ri f“dxt
onsidérons l'intégrale suivante ———— Comme l'intégrale de Riemann es
& 0 x242x+1 & L 52

convergente, on a

dx dx dx

I =
0 2 4+2x+1 0 2 +2x+1 L2 42x+1

La premiére intégrale du membre droite est convergente puisque l'intervalle [0, 1] est borné et aussi la

fonction ————est bornée sur cet intervalle.
x24+2x+1
Pour la deuxieme intégrale, il suffit de calculer
1
lim, 100 —— o ) =limy 0 7 =1.
dx

N o N . . ’ +
D'apres le critere de quotient, l'intégrale fl * Zaoxrl
X X

oo dX o
fl — L'intégrale considérée donc est convergente.
X

Dans ce critere si on prend g(x) = —; housarrivons au théoreme important suivant
X

est de méme nature de l'intégrale

Q Remarque
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Intégrale impropres

Fondamental

Si la fonction f(x) est intégrable sur tout intervalle fini [a, b], et la limite limy_, ;o X* f(X) = A existe.
Alors,

1. L'intégrale f;w f(x)dx converge poura > 1et Afinie.

2. L'intégrale f;oo f(x)dx diverge poura@ < let A # O (peut étre infinie).

? Exemple

\/_

Soit l'intégrale f1+ n 3
X

On prend f(x) = et nous choisissons @ = —, il vient que
x+3 2

1
) ) = oVx
lim,_, 00 X2 f(x) = lim,_, ;o X2 Vv =1.
+3
1
L'intégrale donc est divergente cara = 3 <letA=1=#0.

4, Convergence absolue et la semi-convergence
q Définition

1. On dit que l'intégrale f f(x)dx est absolument convergente si l'intégrale f |f(x)|dx est
convergente.

Soit f une fonction intégrable sur tout intervalle fini [a, b]

2. Si l'intégrale fa+oo S (x)dx est convergente mais l'intégrale J:OO | f(x)|dx est divergente, alors
fa v f(x)dx est dite semi-convergente.

Fondamental

Toute intégrale absolument convergente est convergente.

? Exemple

dx est absolument convergente. En effet, pour toutx > lona

sin x

xVx+1

, +
L'integralef1 a

sin x 1

xVx+1 XVX+

d'ou
f+oo sin x f+oo
dx,
S VS bVt
. . 2’ +Oo . s . . ’ ~ .
mais l'mtegralef] ———dx est convergente puisque a l'aide du dernier théoréme, on obtient
xVx+1
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Intégrale impropres

3
= 1
im0 X2 f(X) = limy 00 X2 —— =1,
X—+ X—+ x '—x+1
sin x

dx est convergente.

\ o, N\ . . . +00
et d'apres le critere de comparaison, il vient que j;

xVx+1

Régle d'Abel Fondamental

Soient f et g deux fonctions intégrables sur tout intervalle fini [a, b] qui vérifiant

1. La fonction f(x)est monotone et lim,_, ., f(x) = 0.

2.AM > 0 tel que VYt € [a, +oo| ; |fat g(x)dx‘ < M. Alors, l'intégrale fa+w f(x)g(x)dx est

convergente.

? Exemple

X

- s +oo 2
Conmderonslmtegralef0 e " cosxdx.

Sionprend f(x) = e et g(x) =cosx:

1 f(x) = —2xe™™ < Opourx >0, etlim,_ 0 e = 0.

t . t ot .
2.f0 cosxdx = (smx)|O = costdouUO cosxdx' =|sinf < 1.

—X

’ \ . . . ’ +OO 2
Finalement, les conditions du théoreme sont satisfaites et donc l'intégrale ﬁ) e~ cosxdx est

convergente.
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TD 2 Vili

1. Exercice: 1

Question [solution n°7 p. 35]

Déterminer la nature des intégrales impropres suivantes

1.1 = £+oo idx,

x2
+00 V.Xz + 1
2 12 = b —3dx,
X
+oo X
3.1 = 0 ;dx

2. Exercice: 2

Question [solution n°8 p. 36]

Montrer la convergence de l'intégrale suivante :

too 1
dt
b £ +1

3. Exercice: 3

Question [solution n°9 p. 36]

Etudier la convergence des intégrales suivantes :

1. f+oolsm( )dt

1

2. —dt
fO tsint

4. Exercice: 4

Question [solution n°10 p. 37]

Montrer que les intégrales suivantes

+oo SIN X + 2 COS X 1 COS X
:fl 2 dx, z_fo Vx

X

sont absolument convergentes.
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Test Final Vil

[solution n°11 p. 37]

Exercice 1

CalculdefD % dxdyou D = {(x,y) eR?0 <y < x < 1}.

5 -
y

<o

exl

ExerCice 2 [solution n°12 p. 38]

T

Calculer l'intégrale suivante : I = jéz foﬂ sin(x + y) + cos(x — 2y) dx dy.

[solution n°13 p. 38]

Exercice 3

Calculer l'intégrale suivante fffv(x —y+27)dxdydz
ou le domaine

V={xy2eR|0<x<1,0<y<3 et2<z<3).
O 15
O 1
O 2
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Test Final

Exercice 4

Toute intégrale absolument convergente est convergente.

O Vrais

O Faux

Exercice 5

, + .
L'intégrale ] = fo * cos(x)dx est convergente ou divergente ?
O Convergente

O Divergente
Exercice 6

. +eo 1 :
L'intégralel = fl —2dx est convergente ou divergente ?
X

O Convergente

O Divergente

30

[solution n°14 p. 38]

[solution n°15 p. 38]

[solution n°16 p. 38]



Solutions des exercices

[exercice p. 7]

Solution n°1

Exercice

1
Quelle est une primitive de f(x) = 3x*> — —
X

O XP+Inlx+C
®@ ¥ —-Inlxl+C
O X¥-x'+cC

O 33 -Inlx|+C

Exercice

Calculer [(2x + 1) dx
© 4
O 5
O 6
o7

Exercice

Quelle technique est la plus appropriée pour calculerf xInxdx
O Changement de variable

® Intégration par parties

O Intégration directe

O Intégrale impropre

Exercice

Dans fx cos(x?) dx , quel changement de variable convient ?

O u=cosx
O u=sinx
O u=x
@ u=x?
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Solutions des exercices

Exercice

Dérivée partielle de f(x,y) = x?y + y* parrapport a x
O 2xy+y?

O 2x+y

© 2xy

oy

Exercice

1
Quelle est la limite de—quand x — +o00
X

O 1

© o0

O +o

O n'existe pas

Exercice

1
Calculez l'intégrale suivante : fo (3x% +2)dx

3
Exercice
N . 2x2 + 1
Donnez la valeur de la limite suivante : lim_, ; o =
xX*+5

2

Solution n°2

L'intersection de les deux surfaces est pour

Va2 4y = X2 +y?

d'ot x2 +y? = lou x> +y* =0,

donc se rencontrent en : point(0, 0, 0) et la surface x*> + y> = 1 avec z = 1, il vient

X2 +3? <7< /X242

Donc le volume V de ce corps

v [ N dz] dxdy,

242

[exercice p. 21]

ou le domaine T = {(x,y) € R?2 | X2 +y2 < 1} est la projection orthogonale du corps sur le plan

(xOy).

Passons maintenant aux coordonnées cylindriques, il vient que

-1 el
:J;'Wulu-,‘];mlfm
Tl

- éfjdﬁ

G
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[exercice p. 22]

Solution n°3

1. Méthode directe

RS
2. On utilise les coordonnées polaires (7, 6) tel que

x=rcosO, r>0, 0¢€][0,2nr],
) on a dxdy = |J|drd6 tel que
y =rsiné,
ox Ox
_ or 80 _ cosf —rsinf _ 5 0
/] dy 0y [sine  rcoss rcos“@+rsin“ @ =r
or 00

donc dxdy = rdrd#,

2
D' = {(F,H) €ER?:rcosf>0,rsind>0etr*< %}

:{(r,9)6R2:0<r< getOSQS g}
Alors
L= f fD cos ¥+ dxdy
=fjl;,cosr'rdrdé)
= fo " g6 fo " cosrar.

. . 2
On intégre par parties jgﬁ rcosrdr,enprenant U = r et V' = cosr,alors
dU =dr et V =sinr

donc
2 2
L= (% - g) [cos rlg/2 = (—% + g)
3. Poser
U=X  eeeeeeen (1)
V=X4+Y oo 2)

apres l'équation (1) on trouve x = u, on remplace x dans l'équation (2) ontrouvey =v —u.
Doncdxdy = |J|dudv = 1dudv,

ou la matrice Jacobienne est donnée par:

ox Ox
o a|o[1 0
o ‘[—1 1]’
ou v
1 0
|J|_ _1 1 _1
On cherche

D’ = {(u,v) € R?}
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Sachantque x >0, y > Oetx +y < 7, 0n obtient:
0<x=>0<u
0<y=>0<v-u=u<v

x+y<n=susv<n=0<u<nmn

Ainsi,

D ={uv)eR?*/0<u<n, u<v<n

donc

[exercice p. 22]

Solution n°4

l.ona

il

2. Tel que(r, 6, @) sont les coordonnées sphériques
x=rcosfsingp, r>0, 6€][0,2x], ¢e€l0,nx]
y=rsinfsing
Z=Trcos¢y
onadxdy = |J|drdfdy = r* sin odrdfdep, ou|J| est le déterminant de la matrice Jacobien
X+ +72<1 = r<1 alors D=[0,1]x][0,2n] x [0, 7]

2 o 1 21 T
°s drdfd
=ﬂf7r Sin ¢=f rdrxf dﬁxf sin pdyp,
r 0 0 0

9l
= [';J X [6157 x [~ cos ¢]g ,
0

=2n.

[exercice p. 22]

Solution n°5

1. Nous calculons la solution de I'équation x2 = x+2 = x> —x-2=0
lesracinessx; = —letx, =2 = -1 < x <2etx? <y < x+2.
e o [
= [ onax= [ 2=

9
T2

2. Nous calculons la solution de 'équation ¥ = \/}

lesracinessx; = Oetx; =1 =2 0<x<letx? <y< +/x.

ﬁ"l:ffn;d‘d":j«v‘ylﬁ a\la
:f[_v]fm-:ﬁ](\/?-x)dx
4
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[exercice p. 22]

Solution n°6

Représentation de V

1. Le volume V est la région comprise a l'intérieur du paraboloide d'équation: z = x% + yz, sous
le plan horizontal d'équation 7 = 1.

V=A(xy2eR ¥+y* <z<1}.

On peut faire varier z de 0 a 1 et prendre (x, y) dans le disque de centre O et de rayon \/Z
V={xy2eR,0<z<1,(x,y) €D}

D. = {(x,y) € R?, x* + y? < z} = Disque (O; R = ).

Par Fubbini on obtient :

oo [ e

= f (VO dz
[

i
2. fffv x> dxdydz = fol (fsz xzdxdy) dz = fo] Z (HDZ xzdxdy) dz

( f f xzdxdy) On va passer en coordonnées polaires.
D,

2
fsz x*dxdy = fo\/z (fOz”(r cos t)? dt) rdr = %

1 (72 | 17 el
N S N R

[exercice p. 28]

Solution n°7

1. On pose
¢ 1 -17 -1 -1 -1
()flxlexll ” (1) —
alorslim;_, ;o F(1) = 1

donc l'intégrale I} est convergente.

Vxz +1

1
2.onpose f(x) = ——5—etg(x) =
X X
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o _
t—+00 g(X)

alors

+00 VX2+1
L=

sont de la méme nature. Donc l'intégrale I, est convergente.

3.0na
fe—)idx = fxe‘xdx

lim

+ool

dxetl :f1 —dx
X

par la méthode de l'intégration par parties, on trouve

{u(x) =X {u’(x) =1
=
Vix)=e* v(x) = —e™*

donc

X

—dx = Xdx = —xe ¥ — | —e*dx = —xe ¥ — e * N R
fex X fxe X xe f e X xXe e " +c C €
alors

_rr _ -X X7t _ —t —t

F(t)—fO e—xdx— [-xe™ —e ¥y =—te" —e" +1
lim;_, ;o F () = +1, donc l'intégrale I3 est convergente.

1
4. Soit f(t) = . Elle est définie et continue sur[1, +oo[. En effet
. x 1 .
limy oo |, ;dr = lim, 4o (Inx — In 1) = +00.

e o e L
Ainsi l'intégrale generallseef1 —dx diverge
X

Solution n°8 [exercice p. 28]

Solution n°9 [exercice p. 28]

1 1
1. Soit f la fonction de[1, +oo[ dans R définie par: f(¢) = " Sin(;) .
f est continue sur[1, +oo[ et pourtoutt € [1, +oo[,
1 . (1) 1 1‘ 1
—sin| -
t t

< ==
)
+00 1 +00 .
Or fl t—zdx converge, donc fl f(t)dt est absolument convergente et par suite elle

@] =

r ot

converge.
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2. Soit f lafonction de ]0, 1]dans R définie par f(¢) =

tsint
f est continue et positive sur 10, 1].

1
Onapourtoutt €]0, 1], f(?) > -

Orf0 dt diverge et doncfo dt diverge aussi.

tsint

Solution n°10 [exercice p. 28]

1. On montre que l'intégrale impropre

f+oo sinx +2cos x
1

I = :

dx

X
est absolument convergente. On a

£+OO
+o0 3

+00
etf —dx = 3f dx est convergente, donc /| est absolument convergente.
1 xZ 1 X

sinx + 2cosx
2

3
dx < [ —dx

X

5 Car 0<f01 |cosx| fo

)C

1 1
et fl —dt=2-2+x et lim,g fl —dt = 2, donc I, est absolument convergente.
X \/; X

Vi

SOlution n°l1 [exercice p. 29]

CalculdefD % dxdyou D = {(x,y) eR?0 <y <x < 1}.

5
y

o

exl

0.8
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[exercice p. 29]

Solution n°12

n
Calculer l'intégrale suivante : [ = LZ fOﬂ sin(x + y) + cos(x — 2y) dx dy.

2

[exercice p. 29]

Solution n°13

Calculer l'intégrale suivante fffv(x —-y+27)dxdydz

ou le domaine

V:{(x,y,z)ER3|0§x§1,O§y§3,et2§zs3}.
O 15
© 12
O xn

[exercice p. 30]

Solution n°14

Toute intégrale absolument convergente est convergente.

® Vrais

O Faux

[exercice p. 30]

Solution n°15

’ + .
L'intégrale I = fo * cos(x)dx est convergente ou divergente ?
O Convergente

™ Divergente

[exercice p. 30]

Solution n°16
- +oo 1 :
L'intégrale [ :fl —zdxest convergente ou divergente ?
X

© Convergente

O Divergente
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