
1.3. Fonction de Mittag-Le¤ter

De meme que le domaine D
0
correspondant à D dans les cordonnées u; v est

D
0
= f(u; v) = u � 0; 0 � v � 1g :

Alors Z Z
D

xp�1yq�1e�(x+y)dxdy =

Z Z
D0

(uv)p�1 (u (1� v))q�1 e�u j�uj dudv

=

Z Z
D
0

up+q�1vp�1 (1� v)q�1 e�ududv

=

Z +1

0

Z 1

0

up+q�1vp�1 (1� v)q�1 e�ududv

=

�Z +1

0

up+q�1e�udu

�Z 1

0

vp�1 (1� v)q�1 dv

= � (p+ q)B (p; q) ;

par conséquent

B (p; q) =
� (p) � (q)

� (p+ q)
:

1.3 Fonction de Mittag-Le¤ter

Dé�nition 1.3.1 La fonction de Mittag-Le¤ter est dé�nie par

E� (x) =
+1X
k=0

xk

� (�k + 1)
; � > 0;

et la fonction de Mittag-Le¤ter généralisée est dé�nie par

E�;� (x) =

+1X
k=0

xk

� (�k + �)
; �; � > 0

Exemple 1.3.1 1.

E1 (x) = E1;1 (x) =
+1X
k=0

xk

� (k + 1)
=

+1X
k=0

xk

k!
= ex:

2.

E2 (x) = E2;1 (x) =

+1X
k=0

xk

� (2k + 1)
=

+1X
k=0

xk

(2k)!
= cosh

p
x:

5



1.3. Fonction de Mittag-Le¤ter

3.

E1;2 (x) =
+1X
k=0

xk

� (k + 2)
=

+1X
k=0

xk

(k + 1)!
=
1

x

+1X
k=0

xk+1

(k + 1)!
=
1

x
(ex � 1) :

4.

E1;3 (x) =
+1X
k=0

xk

� (k + 3)
=

+1X
k=0

xk

(k + 2)!
=
1

x2

+1X
k=0

xk+2

(k + 2)!
=
1

x2
(ex � 1� x) :

Théorème 1.3.1 Pour � = n 2 N; � 2 R; on a�
d
dx

�n
En (�x

n) = �En (�x
n) ;�

d
dx

�n
x��1En;� (�x

n) = �x��n�1En (�x
n) ;

Proposition 1.3.1 Pour �; � > 0; � 2 R; on a

L
�
t��1E�;� (�t

�)
�
(s) =

s���

s� � �; s > 0; j�s
�j < 1:

Preuve. Grâce à la dé�nition de transformée de Laplace, on a

L
�
t��1E�;� (�t

�)
�
(s) =

Z +1

0

t��1E�;� (�t
�) e�stdt

=

Z +1

0

t��1
+1X
k=0

(�t�)k

� (�k + �)
e�stdt

=
+1X
k=0

�k

� (�k + �)

Z +1

0

t�k+��1e�stdt;

posons le changement de variable st = � ; on obtient

L
�
t��1E�;� (�t

�)
�
(s) =

+1X
k=0

�ks��k��

� (�k + �)

Z +1

0

��k+��1e��dt

=
+1X
k=0

�ks��k��

� (�k + �)
� (�k + �)

= s��
+1X
k=0

�
�s��

�k
;

et pour j�s�j < 1; on a
P+1

k=0 (�s
��)

k
= 1

1��s�� ; donc

L
�
t��1E�;� (�t

�)
�
(s) =

s��

1� �s�� =
s���

s� � �:
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