2.2. Dérivées fractionnaire

Remarque 2.2.2 Pour \=0(8—-1, a=0 on a

(D5 ) (1) = ot (m—a+ AN (n—a+A=1) .. A+1—a)t™
= A (@A) n—1—(a=A)...(1—(a=N\)t**

T(n—atAt+l)
IO+ o ,
F()\(fZJr)l)t)\ , st a—Xé¢{1,2,...,n} \e
0, si a—Ae{l,2,...,n} ’

Sia—Ae{l,2,...,n}=a—-A=m=>A=a—-m, me{1,2,..,n} C-a-d

(Dgt*™) (t) =0, m € {1,2,...,n}

2.2.2 Dérivées fractionnaires de Caputo

Cette définition se base sur I'interversion des compositions dans la formule de définition 2.1.1

semble aussi raisonnable pour définir une dérivée fractionnaire appelée dérivée de Caputo.

Définition 2.2.5 Soit a > 0, et n = [a] + 1. La dérivée fractionnaire de Caputo a gauche

d’ordre o de f est définie par :

d 1

Vt € [a? b]? CD(?-F f(t) :I:Jr_a o (E) f(t) = m/ (t—’i')niail f(n) (7') dT.

Définissons aussi son analogue & droite.

Définition 2.2.6 Soit o > 0, et n = o] + 1. La dérivée fractionnaire de Caputo & droite

d’ordre v de f est définie par :

Vt € [a,b], D f(t) =1 o (_i)n ft) = F(—_1)”) /t (r—t)" " f™ (r)dr.

(n—«

Remarque 2.2.3 Par contre, de telles définitions ne se recollent pas correctement aux

dérivées classique :

“Dy. f(t)
“Dy-f (t)

700 () = £ (@)

Vn € N,
(=1)" (f™ (1) = f™ (b))

Heureusement, le résultat suivant montre qu’elles approchent les dérivées classiques par

limite inférieure.
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2.2. Dérivées fractionnaire

Lemme 2.2.1 Soita« € Rt =N etn=[a]+1. 5i f € AC"([a,b]), alors presque partout

lim ODL f() = [ ()

a—n-—

lim Dy f(t) = (=1)"f™ (1)

a—n-—

Proposition 2.2.2 Pour a >0, >0, on a

1.(Cpgmt—af*ﬁ(o = LB et g

I'(6— )
2.@@;@-ﬂ”j@): Ng@ww—ﬂW“Rﬁ>n

Preuve.

1. Posons f (t) = (t —a)”™", dapres la définition et proposition on a

(CDZ‘Jrf) (t) = I %o (%) ft) = F(nl— o) / (t — 7-)”_0‘—1 f(”) (1) dr.

et

(%)n(t—a)ﬁ—l = (6_ 1) (5_ 2) (ﬁ -1 - (n_ 1)) (t— a>5_1_n
= B-1)(B-2)...(6-—n)t—a)’""

d’ou

(‘D f) (1) = (B-DB=2)..(6-n) /t (t—7)" """ (r—a)’ " 'dr, posons T —a=s(t—a)

['(n— )
_ (ﬁ — 1) (ﬁ — 2) (6 — TL) —a B—a—1 ! . n—a—1 S’B_n_l s
- e = [ d
_ B-1)(B-2)..(8—n) O B —a B —n
= T(n — a) (t—a) B ( ,8—n)
B(n—a,f—n)= Ln ;(%)E(f)_ n)

(ﬁ - 1) (ﬁ - 2) (ﬂ _ n) F(n _ CY)F(@ - n) (t . a)/)’fafl
I'(n—a)l'(f - a)

F(B) —a—1 .
= TG — o) (t— @)B .puisque (B—1)(8—2)...(8—n)T(B—n)=T(5).

2. De méme maniére. =
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2.2. Dérivées fractionnaire

Remarque 2.2.4 Pour \=03—-1, a=0 on a

(C'Dg+t)\) (t) — AA=1D)(A=2)..(A=(n—1))T(A—(n— 1))t>\ a

F'(A—a+1)

L(A+1) t)\ a
F(A—a+1)

0,

St

St

A ¢ {0,1,

2,..,n—1}

Aef0,1,2,..,n—1}

(“Dgt™) (t) =0, m€{0,1,2,....,n — 1}

Théoréme 2.2.1 Soient o > 0 et n = [a]

(“D2f) (1) = [
presque pour tout t € [a,b].

Preuve. On a par définition

+ 1.
Si f :|a,b] = R, si f posséde (n — 1) dérivées en a et (Dg&f) existe. Alors

En utilisant l'intégration par partie

9(r) = () - L L (r—a)

(t_T)nfozfl
W

on obtient :

g (t) = /F(n—__a)
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n—1

k=0

t(t—T)n a— 7_ _n—l f(k) (a
/a I'(n — «) [f( ) c~ Kk
77— i 250~ o)
(t—7)"
T(n—a+1)
<« /) (a)
Z 1 (T —a)"| dr
k=0 )
Pt-m)" d
I'(n—a+1)dr (7)dr
d
79 (t)

(k)
f t_&kr

, A > —1.




2.2. Dérivées fractionnaire

De méme facon pour n-fois,

d'fL

TR lg @] = T sa ()

= LT g

- moed [f ) - o) a)k]

- T, g 5 I <t—a>k] —o

alors
o, f(t)_::: f<k;!(a) (t_a>k] — (%)nzg—a [f(t)_::; f<k;‘(a) (t—@)k]

- (&) T
= (4) mmiw
= I;Za%f(w

Corollaire 2.2.1 Soientt a > 0, n = [o] + 1 et (D% f), (“D2f) (t) sont existent, on

suppose que f*) (a) =0 pour k =0,1,...,n — 1.Alors

(“Dg ) (1) = (D5 /) (1)

2.2.3 Dérivées fractionnaires de Griinwald-Letnikov

Cette définition se base sur 'obtention de dérivées par différences finies.

Soit f: R — R, pour h >0 on a :
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