
2.2. Dérivées fractionnaire

Remarque 2.2.2 Pour � = � � 1; a = 0 on a�
D�0+t�

�
(t) = �(�+1)

�(n��+�+1) (n� �+ �) (n� �+ �� 1) ::: (�+ 1� �) t
���

= �(�+1)
�(n��+�+1) (n� (�� �)) (n� 1� (�� �)) ::: (1� (�� �)) t

���

=

8<:
�(�+1)

�(���+1)t
���; si �� � =2 f1; 2; :::; ng

0; si �� � 2 f1; 2; :::; ng
; � > �1:

Si �� � 2 f1; 2; :::; ng ) �� � = m) � = ��m; m 2 f1; 2; :::; ng C-à-d

�
D�0+t��m

�
(t) = 0; m 2 f1; 2; :::; ng

2.2.2 Dérivées fractionnaires de Caputo

Cette dé�nition se base sur l�interversion des compositions dans la formule de dé�nition 2.1.1

semble aussi raisonnable pour dé�nir une dérivée fractionnaire appelée dérivée de Caputo.

Dé�nition 2.2.5 Soit � > 0; et n = [�] + 1: La dérivée fractionnaire de Caputo à gauche

d�ordre � de f est dé�nie par :

8t 2 [a; b] ; CD�a+ f (t) = In��a+ �
�
d

dt

�n
f (t) =

1

�(n� �)

Z t

a

(t� �)n���1 f (n) (�) d� :

Dé�nissons aussi son analogue à droite.

Dé�nition 2.2.6 Soit � > 0; et n = [�] + 1: La dérivée fractionnaire de Caputo à droite

d�ordre � de f est dé�nie par :

8t 2 [a; b] ; CD�b� f (t) = In��b� �
�
� d
dt

�n
f (t) =

(�1)n

�(n� �)

Z b

t

(� � t)n���1 f (n) (�) d� :

Remarque 2.2.3 Par contre, de telles dé�nitions ne se recollent pas correctement aux

dérivées classique :

8n 2 N�;

8<: CDna+f (t) = f (n) (t)� f (n) (a)
CDnb�f (t) = (�1)

n �f (n) (t)� f (n) (b)� :

Heureusement, le résultat suivant montre qu�elles approchent les dérivées classiques par

limite inférieure.
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2.2. Dérivées fractionnaire

Lemme 2.2.1 Soit � 2 R+ � N et n = [�] + 1: Si f 2 ACn([a; b]); alors presque partout

lim
�!n�

CD�a+ f (t) = f (n) (t)

lim
�!n�

CD�b� f (t) = (�1)n f (n) (t)

Proposition 2.2.2 Pour � � 0; � > 0; on a

1:
�
CD�a+ (t� a)

��1
�
(t) =

�(�)

�(� � �) (t� a)
����1 ; � > n:

2:
�
CD�b� (b� t)

��1
�
(t) =

�(�)

�(� � �) (b� t)
����1 ; � > n:

Preuve.

1. Posons f (t) = (t� a)��1 ; d�après la dé�nition et proposition on a

�
CD�a+f

�
(t) = In��a+ �

�
d

dt

�n
f (t) =

1

�(n� �)

Z t

a

(t� �)n���1 f (n) (�) d� :

et �
d

dt

�n
(t� a)��1 = (� � 1) (� � 2) ::: (� � 1� (n� 1)) (t� a)��1�n

= (� � 1) (� � 2) ::: (� � n) (t� a)��n�1

d�où

�
CD�a+f

�
(t) =

(� � 1) (� � 2) ::: (� � n)
�(n� �)

Z t

a

(t� �)n���1 (� � a)��n�1 d� ; posons � � a = s (t� a)

=
(� � 1) (� � 2) ::: (� � n)

�(n� �) (t� a)����1
Z 1

0

(1� s)n���1 s��n�1ds

=
(� � 1) (� � 2) ::: (� � n)

�(n� �) (t� a)����1B (n� �; � � n)����B (n� �; � � n) = �(n� �)�(� � n)
�(� � �)

����
=

(� � 1) (� � 2) ::: (� � n) �(n� �)�(� � n)
�(n� �)�(� � �) (t� a)����1

=
�(�)

�(� � �) (t� a)
����1 : puisque (� � 1) (� � 2) ::: (� � n) �(� � n) = �(�):

2. De même manière.
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2.2. Dérivées fractionnaire

Remarque 2.2.4 Pour � = � � 1; a = 0 on a�
CD�0+t�

�
(t) = �(��1)(��2):::(��(n�1))�(��(n�1))

�(���+1) t���

=

8<:
�(�+1)

�(���+1)t
���; si � =2 f0; 1; 2; :::; n� 1g

0; si � 2 f0; 1; 2; :::; n� 1g
; � > �1:

C-à-d �
CD�0+tm

�
(t) = 0; m 2 f0; 1; 2; :::; n� 1g

Théorème 2.2.1 Soient � � 0 et n = [�] + 1:
Si f : [a; b]! R; si f possède (n� 1) dérivées en a et

�
D�a+f

�
existe. Alors

�
CD�a+f

�
(t) = D�a+

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
;

presque pour tout t 2 [a; b] :

Preuve. On a par dé�nition

D�a+

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
=

�
d

dt

�n
In��a+

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#

=

�
d

dt

�n Z t

a

(t� �)n���1

�(n� �)

"
f (�)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(� � a)k

#
d�

En utilisant l�intégration par partie

g (�) = f (�)�
Pn�1

k=0
f (k)(a)
k!

(� � a)k ! d
d�

h
f (�)�

Pn�1
k=0

f (k)(a)
k!

(� � a)k
i

(t��)n���1
�(n��) ! � (t��)n��

�(n��+1)

on obtient :

In��a+ [g (t)] =

Z t

a

(t� �)n���1

�(n� �)

"
f (�)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(� � a)k

#
d�

=

�
(t� �)n��

�(n� �+ 1)g (�)
�t
a

�
Z t

a

(t� �)n��

�(n� �+ 1)
d

d�
g (�) d�

d�où

In��a+ [g (t)] = In��+1a+
d

dt
g (t)
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2.2. Dérivées fractionnaire

De même façon pour n-fois,

In��a+ [g (t)] = In��+na+
dn

dtn
g (t)

= Ina+In��a+
dn

dtn
g (t)

= Ina+In��a+
dn

dtn

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#

= Ina+In��a+
dn

dtn
f (t) ;

dn

dtn

"
n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
= 0;

alors

D�a+

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
=

�
d

dt

�n
In��a+

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#

=

�
d

dt

�n
In��a+ [g (t)]

=

�
d

dt

�n
Ina+In��a+

dn

dtn
f (t)

= In��a+
dn

dtn
f (t)

=
�
CD�a+f

�
(t) :

Corollaire 2.2.1 Soientt � � 0; n = [�] + 1 et
�
D�a+f

�
;
�
CD�a+f

�
(t) sont existent, on

suppose que f (k) (a) = 0 pour k = 0; 1; :::; n� 1:Alors

�
CD�a+f

�
(t) = (D�a+f) (t) :

2.2.3 Dérivées fractionnaires de Grünwald-Letnikov

Cette dé�nition se base sur l�obtention de dérivées par di¤érences �nies.

Soit f : R! R; pour h > 0 on a :

f
0
(t) = lim

h!0

1

h
[f (t)� f (t� h)]

16


