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De même façon pour n-fois,
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Corollaire 2.2.1 Soientt � � 0; n = [�] + 1 et
�
D�a+f

�
;
�
CD�a+f

�
(t) sont existent, on

suppose que f (k) (a) = 0 pour k = 0; 1; :::; n� 1:Alors

�
CD�a+f

�
(t) = (D�a+f) (t) :

2.2.3 Dérivées fractionnaires de Grünwald-Letnikov

Cette dé�nition se base sur l�obtention de dérivées par di¤érences �nies.

Soit f : R! R; pour h > 0 on a :

f
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[f (t)� f (t� h)]

16



2.2. Dérivées fractionnaire

et la dérivée seconde :
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Plus généralement, la dérivée nième de f et donnée par :

f
(n)

(t) = lim
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(�1)k Cnk f (t� kh) ; (1.1)

où

Cnk =
n!

k! (n� k)! =
n (n� 1) ::: (n� (k � 1))

k!
:

Il est possible d�étendre Cnk à k > n; en posant C
n
k = 0:

La formule (1.1) devient alors

f
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Là encore, on peut généraliser le terme de droite grâce à la fonction Gamma, en posant pour

� 2 R+ � N; et k 2 N;
C�k =

� (�+ 1)

� (k + 1)� (�� k + 1) :

Notons cette fois que C�k 6= 0 même si k > n;

Dé�nition 2.2.7 Soit � > 0; La dérivée fractionnaire de Grünwald-Letnikov à gauche

d�ordre � de f est dé�nie par :

8t 2 R; GLD�+ f (t) = lim
h!0

1

h�

1X
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Dé�nissons aussi son analogue à droite.

Dé�nition 2.2.8 Soit � > 0; La dérivée fractionnaire de Grünwald-Letnikov à droite

d�ordre � de f est dé�nie par :

8t 2 R; GLD�� f (t) = lim
h!0

1

h�
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(�1)k C�k f (t+ kh) :

La dérivée de Grünwald-Letnikov présente un intérêt numérique évident. Si h est assez

petit, l�évaluation discrète de 1
h�

P1
k=0 (�1)

k C�k f (t� kh) permet d�approximer la dérivée
fractionnaire (de Liouville) sur R:
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