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3.2 Equation différentielle fractionnaire de type Ca-
puto

On commence par I’équation homogene de type Caputo.

Lemme 3.2.1 Soit « > 0. Si nous supposons que u € C' (0,1) N L(0,1), alors ’équation

différentielle fractionnaire de type Caputo:
“Dgy u(t) =0, (3.11)
admet une solution unique
u(t) =Co+ Cit + Cot® + -+ + Cp 1" 1.
ou C,, € R, avece m =0,1,2,...,n— 1.

Preuve.

Soit v > 0. D’aprés la Remarque 2.2.4, on a:
CD8‘+tm:0, pour m=20,1,2,...,n—1.

Alors I’équation différentielle fractionnaire (3.11), admet une solution particuliére, comme
u(t) = Cpt™, pour m=20,1,2,...,n— 1. (3.12)

ou Cy, € R.
Donc la solution générale de (3.11), donné comme une somme des solutions particuliéres
(3.12), C.-a-d.

u(t) =Co+ Cit + Cot? 4 -+ + Cy 1" 1.

Lemme 3.2.2 Supposons que u € C™([0,1]). Alors:
T8 DY u(t) = u(t) + Co+ COut + Cot® + -+ + Cp "L (3.13)

ou Cp, € R, avee m =0,1,2,...,n— 1.
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Preuve.

Soit o > 0. Pour tout u € C™ ([0, 1]) (Proposition 2.2.4) on a

nl 0
o oD% u(t) = u()— 3 g

" (0) u(n 1) (0)
= u(t)— |u(0)+u (0)¢ 4 ¢t
u (t) [u()—i— (0)t+ 5 Ut +(n—1)'
On pose C,, = —% € R, pour chaque m = 0,1,2,...,n — 1, on trouve facilement
I'égalité (3.13). m
Lemme 3.2.3 Soit 1 <a <2, ety e C([0,1]).
Alors l'unique solution de prebléeme aux limites
“Dyu(t) =y (), 0<t<1 (3.14)
w(0) +u/ (0) =0, u(l)+u (1) =0
est donné par: )
:/ G (t,s)y(s)ds
0
tel que:
(A-t)(1=9)* "4 (t=s)*"t | (A-t(1-9)*"2 .
+ st 0<s<t<1,
(@) + T (a=T) st 0<t<s<1
Preuve.

En appliquant Z§, , sur I’équation (3.14) on obtient:
o [CDgeu(t) = y (1] = 0 & Zg “Dg u(t) — Ty () = 0.
D’apres le Lemme 3.2.2, pour 1 <a <2 (n=[a]+1=2), on a:
T8 DGy u(t) = u(t) + Co + Cit, Cp, Cy,Cy € R,

donc

u(t) + Co + Cit — Igyy (t) =0,

ce qui imlique

u(t) =TIgry (t) = Co = Cit,
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Par conséquent, la solution générale de I’équation (3.14) , donne par:

t
u(t) = —/ (t —s)* 'y (s)ds — Cy — Chyt. (3.16)
0
Les condition aux limites implique que:

u(0)+u (0)=0 = Co+C,=0
w()+u (1) =0 = Co+2C = (Toy) (1) + (Z8.y) (1)

donc
(

Co=— (Tgy) (1) — (Tgew) (1)

=~ o (1=9)" My (s)ds — sty fy (1= )" Py (s)ds
Cr = (Tgy) (1) + (Zgy) (1)
L = =9 Ty () ds ik fy (1 )2y (s) ds

L’équation intégro-différentielle (3.14) , équivalente a:

1 t a—1 1 ! a—1
u(t) = m/o(t—s) y(s)ds+m/o (1—5)"""y(s)ds
+ﬁ/o (1—5)"2y(s)ds— ﬁ/{) (1—35)"""y(s)ds

La preuve est complet. m
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