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Les équations différentielles fractionnaires (EDFs) sont des généralisations
d'équations différentielles de I'ordre entier a I'ordre non entier. Ces
derniéres années, les EDFs ont attiré I'attention de nombreux chercheurs
en raison d'un large éventail d'applications dans de nombreux domaines
des mathématiques pures et appliquées tels que : la physique, la
mécanique des fluides, |'électrochimie, la viscoélasticité, la théorie du
contrdle non linéaire, les systémes biologiques non linéaires et d'autres
domaines de sciences et ingénierie. Par conséquent, une attention
considérable a été accordée aux solutions de ces équations. Etant donné
que de nombreux EDFs n'ont pas de solutions analytiques exactes en
raison de la complexité des termes non linéaires inclus. Par conséquent,
des techniques approximatives et numériques doivent étre utilisées.
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Introduction

@ On consideére I'équation de population biologique fractionnaire
suivante

02u?  9%u2
DYy = —+F 1
tu aXQ + ayz + (U), ( )
avec la condition initiale
u(x,y,0) = u(x,y), (2)

ot u={u(x,y t),(x,yt) € R? x R"} désigne la densité de

population,et F(u) représente I'offre de population du aux naissances et

aux déceson considére une forme plus générale de F(u) = hu?(1 — ru®),
144

a, b, h et r sont des constantes réelles et Df = — est I'opérateur de

dérivée fractionnaire de Caputo d'ordre a avec 0 < a < 1, définie comme
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Introduction

La dérivée fractionnaire de Caputo d'ordre n —1 < a < n pour une
fonction u(t) est défini comme

t
“u(t) = F(n—zx / )11y (T)d, t > 0.
0

ou T'(.) est la fonction gamma.

F. HATHAT (U.F.A.S) un modéle de population biologique fraction Janvier 7, 2023



Introduction

L'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville /* d'ordre & > 0 pour une
fonction u(x, y, t) est définie par

IFu(x,y t) = ﬁ /Ot(t — &) Yu(x,y, T)dT, t > 0.

ou T'(.) est la fonction gamma.

Pour I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville et la dérivée
fractionnaire de Caputo, nous avons la relation suivante

n—1 k
t
IEDfu(x,y, t) = u(x,y, t) — k§_0 u®(x, y, 0) g t>0.
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Description du GMMSFT

F. HATHAT (U.F.A.S) un modéle de population biologique fraction Janvier 7, 2023



Theorem

On considére I'équation de population biologique fractionnaire de la forme
(1) avec la condition initiale (2)
Alors, par la GMMSFT la solution des équations (1) et (2) est donnée
sous forme de séries infinies qui convergent rapidement vers la solution
exacte comme suit

in

- t
u(x,y, t) = ’_;)U/(X.Y)m. (x,y) € R% t e [0, R],
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Description du GMMSFT

Proof.

nous considérons les éléments biologiques fractionnaires dans le temps de
Caputo suivants équation de population de la forme (1) avec la condition
initiale (2).

Supposons que la solution prend la forme de série infinie suivante

o0 tlﬂ(
ulx,y, t) = ui(x,y) =———.
(x,y.t) k; i y)r(,a+1)
Par conséquent, la solution approchée des équations (1) et (2), peut
s'écrire sous la forme
n tia n tiuc

Up(x,y, t) = i;)l!i(xy}/)m = up(x, y) +i§ Ui(Xv)’)m-
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Description du GMMSFT

En appliquant 'opérateur D sur I'équation (4), on obtient la formule

tl'(X
DUant Zul-i-le (IDC—I—].) (5)

Ensuite, nous substituons a la fois(4) et (5) dans (1). On trouve la
relation suivantes

ia

, 2
tIDC
ZU'HX}/ T(ia+1) ox2 <Zu, /tx—|—1))
82 n titx 2 itx
"y ,;;”"(X’Y)r(ia+1 E”’Xy T(in+1)
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Description du GMMSFT

Nous suivons le méme analogue utilisé pour obtenir les coefficients de la
série de Taylor. En particulier, a calculer la
fonctionu, (X,y), n=1,2,3,...,nous devons résoudre ce qui suit

DE"_I)“ {G(x,y,t,a,n)} lt=0=0,

ou

n—1 tia 82 n titx A
G(X,y, t,DC, n) = i:ZOUI+1(X,y)ﬁ_ﬁ i;)u"(X'y)r(i(x—{—l)/
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Description du GMMSFT

Maintenant, on calcule les premiers termes de la suite {u, (x,y)} .
Pour calculer u;(x, y), on considére G(x, y, t,a, 1) et on résout

G(x,y,0,a,1) =0

Nous avons
02 2 02
n(x.y) = 556(09) + 5508 (xy) + Flwn(x.»))

Pour calculer up(x,y), on considére G(x, y, t,a,2) et on résout

D {G (x,y,t,0,2)} li—o=0
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Description du GMMSFT

Nous avons

82 02
w(xy) = 257 [u(x y)u(xy)] +25 [uo (x, y)ur (x, y)]

+uy (%, ) F'(wo(x, )

Pour calculer u3(x, y), on considére G(x, y, t,a,3) et on résout
D?*{G (x,y, t,a,3)} |+—o= 0,Nous avons

slxy) = 205 Bl y)m(y) + ol )un(x.)
+2.0 ue)en0y) + o))

+ua(x, y)F'(uo(x, y)) + uf (x, y) F" (uo (x, ).

etc.

F. HATHAT (U.F.A.S) un modéle de population biologique fraction Janvier 7, 2023 14 / 35



Description du GMMSFT

En général, pour obtenir la fonction de coefficient uk(x;y)on résout
DG (xy, toa, K)} Le—o= 0
Enfin, la solution des équations (1) et (2), peut &tre exprimée par

u(x,y,t) = limu,(x,y,t)

= lim Zu, X,y)

ia

T(ia+1)

tioc
= i;ou, (x,y) G

a+1)

La preuve est compléte.
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Description du (MPH)
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On consideére I'équation de population biologique fractionnaire de la forme
(1) avec la condition initiale (2) et F (u) = hu® (1 — ru®) .

Alors, par la MPH des équations (1) et (2) selon cette méthode, on
construit I'homotopie simple suivante

*u  d“up *u  *u® 9% a b |
(1=p) <8t“ - at“)+p[at“ T gy (1 )] =0
ou

*u 9w %u  *u® 9% a b\ |
(E)t”‘ TS ) +”[ata Tl gy M (1= )] =0 ()

ol up est une premiére approximation de léquation (1) , et p € [0,1] est
un parameétre d'intégration. Dans le cas p = 0,( 7) est une équation
différentielle fractionnaire, g%’ — aat‘io = 0, qui est facile a résoudre ; et

lorsque p = 1, (7) s'aveére étre celui d'origine (1) .
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Description du (MPH)

Les bases I'hypothése est que les solutions peuvent étre écrites sous la
forme d'une série de puissances en p

u=uy+pu +p’um+pdus+ .., (8)
les solutions approchées des équations originales peuvent étre obtenues en

posant p = 1,c'est adire, u = Iim1 Y p'up=uw+u+u+us+ ...,
P—ip=0
transformer (8) dans (7) et comparer des coefficients de termes de

puissances de p identiques,

on a
d*u
0 0
: =0
P ot«
J*u 0*u 222 0%u?
1 . 1 0 0 0 b\ _
P o ot 9x2  dy? — hug (1—ru0> =0
o 922 9%2
P G ad T ayp e b (a5 b) g =0,
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Transformation différentielle réduite fractionnaire
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Transformation différentielle réduite fractionnaire

Definition

Si u(x; t)est analytique et continuellement différentiable par rapport ‘ a la
variable d’espace x et en temps t, alors la transformation différentielle
réduite fractionnairede u(x; t) est donnee par

ok
%)= g (o9, o

ou u(x; t)est la fonction originale et Ug(x) est la fonction transforme et a
est un parametre decrivant I'ordre de la dérivee fractionnaire en temps

20 / 35
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Transformation différentielle réduite fractionnaire

[Y. Keskin, (2009)]: La transformation différentielle réduite fractionnaire
inverse de Uy (k) est définie par

[oe]

u(x,t) =Y U(x)(t — to) k. (10)

k=0

En combinant les équations (9) et (10), nous avons

> 1 ok« "
u(xit) = ;0 T(ka +1) [at’“"u(X' t)} =t (-0 @D

En particulier, pour ty = 0, I'équation (11) devient

- 1 ke «
u(x, t) = k;) (ke 7 1) [at"‘" u(x, t)] . pha (12)
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Transformation différentielle réduite fractionnaire

Soient Ui (x),Vk(x) et Wi(x) les transformations différentielles réduites
fractionnaires des fonctions u(x; t), v(x;t) et w(x;t) respectivement.
1) Siw(x,t) = Au(x,t)+ uv(x,t) alors

Wk(X) = /\Uk(X) A ]l\/k(X),/\, HeR

2) Siw(x,t) = u(x, t)v(x, t); alorsWi(x) = Y5y U, (x) Vi, (x)

4) Siw(x, t) = E,"z(—'lnu(x, t) , alors Wy(x) = aaTN,,Uk(X)

5) Siw(x;t) = D{*u(x; t)est |'operateur de dérivee fractionnaire en
temps de Caputo de la fonction u(x, t) d'ordre n — 1 < nx < n; alors sa
transformation différentielle réduite fractionnaire est donnée par

T((k+ n)a+1)
T(ka +1)

Wk(X) = Uk+,,(x),n: 1,2,...

ou Uxin(x) est la fonction transformee differentielle de la fonction u(x, t)
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Applications numériques
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Exemple 1: On considére I'équation de population biologique
fractionnaire suivante

2u?  9%u?
Diu=Za 3,7

+ hu, (13)

avec la condition initiale

u(x,y,0) = up(x,y) = /xy, (14)

En appliquant les étapes impliquées dans le GMMSFT comme présenté
dans la section 2, nous avons la solution de les équations (13) et (14) sous
la forme

00 tioc
u(x,y t) = ;) u;(x,y)m.
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Applications numériques

et

ui(x,y) = h",/xy, pour i =0,1,2,3,...
Alors, la solution des équations (13) et (14), peut étre exprimée par
n 12

) + h2r(2a+ 0 + ) (15)

ulx,y, t) = ﬁ(l—i—hr(

< (htv)’ N
= y Z ”x T 1 \/)T}/sz(ht )
ou E, (ht"‘) est la fonction de Mittag-Leffler definie par

E.(z) = Z T na+1) .En prenant « = 1dans (16), nous avons

ulxiyit) = /xy (1 + ht + <h2t!)2 + (h3t!)3 + >
= /xyexp(ht)
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Exemple 2: On considére |'équation de population biologique
fractionnaire suivante

%u?  9%u?
2 + dy?

D%y + hu, (16)

avec la condition initiale

up = \/>Ty, (17)

Alors, par la MPH des équations (16) et (17) selon cette méthode, on
construit I'homotopie simple suivante

“u  J*up *u  9%u? 9P B
<ata‘ata>+f’[ata‘axz‘ay2‘h“—° (18)
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Applications numériques

transformer (8) dans (18) et comparer des coefficients de termes de
puissances de p identiques,

on a

0% ug

P’ 52 =0 (19)
o 2,2 2,2

pl . au]__a UO auo—huozov
ot*  dIx2  dy?

2 *uy 92wy 0% 2uguy

o ax2 g2 u=0

En appliquant I'opérateur fractionnaire de Riemann-Liouville /* | qui est

I'opérateur inverse de la dérivée de Caputo D, des deux cotés de (19) la
solution est
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Applications numériques

to = \/X ’

w o= sy
L' T Tarn)V™
h2t204
2T Tar )V

hntan
u, = ——/xvy,
" T(na+1) VY
Alors la solution approchée sous forme de série est

u(x,y, t) = i NE% i :;?_1 = xyE.(ht*)  (20)
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Applications numériques

ou E,(ht") est la fonction de Mittag-Leffler definie par
(o) Zn
E = -
«(2) ;0 T(na+1)
En prenant « = 1 dans (20), nous avons
vt) =
u(x;y;t) \/xyn;) NCESY

= /xyexp(ht)
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Applications numériques

Exemple 3: On considére I'équation de population biologique
fractionnaire suivante

?u? 9%
T2 + dy?

Dy + hu, (21)

avec la condition initiale
u(x,y,0) = up(x,y) = /v, (22)

Selon la description du la MTDRF présentée dans la section 4, nous avons
la formule de relation de récurrence suivante

T(ka +a+1) 2 <k )

Ty Uil = 5o (L U Uedy)

r=0

82 k
+aiy2 (2 U’(Xiy)Uk—r(Xy}/)> + hUk(X,y
r=0
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Applications numériques

en utilisant le MTDRF a la condition initiale (22) , on obtient

Uo(x,y) = vy (23)

en utilisant eq (22) dans eq (23) nous obtenons les valeurs suivantes

Ui(xy) = r(’;l)ﬁ

2
R e

h3
AR = T VY

WO = Ty VY
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Applications numériques
(o)

en utilisant la transformée inverse différentielle de U (x,y) .ona

Ui (x, y)t5 = Up(x, ) + Ur(x, y)t* + Ua(x, y) £ + Us

e

ulx,y, t) =
k=0
h N h? N hk a
= M(1+F(a+1)t +r(2a+1)t2 +...+m k
_ i ()"
= VY LTk
(24)

u(x,y, t) = /xyEy(ht")
ou E,(ht") est la fonction de Mittag-Leffler
En prenant « = 1 dans (24), nous avons

u(xyit) = yi n+1 — /xyexp(ht)
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Conclusion

Les résultats obtenus révelent que les méthodes proposée est un outil trés
eficace et simple pour résoudre ce type déquations , nous pouvons
conclure que I'équation de population biologique fractionnaire peut étre
résolue de plusieurs méthode telles que : la méthode de perturbation par
homotopie (MPH) et généralisé modifié Méthode des séries fractionnaires
de Taylor (GMMSFT) et méthode de transformation différentielle réduite
fractionnaire (MTDRF) .

Et attendez une nouvelle méthode de résoudre cette équation dés ma
préparation sous encadrement Dr Ali Khalouta
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Merci pour votre attention
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