Séries d’exercices

Dans cette partie, nous exposons une série d’exercices d’application dans le but d’en-

richir le cours.

3.4 Espaces L*

Exercice 3.4.1 Inégalités de Young et de Hélder

1. Soit a,b >0 et soit p,q € (1,+00) tel que %—i—% =1 (on dit que p et q sont conjugués

au sens de Young). Montrer l'inégalité de Young :

1 1
ab < —aP + b7-.
p q

Idée : Considérer la fonction 0 : Rt — R définie par 6(a) = %ap + bq% — ab.
2. Soit p,q € (1,+00) tel que % + é =1letfell(u),ge Li(n)

a) En utilisant l'inégalité de Young, montrer que pour tout A > 0

AP A4
/ Fold < X / Pdu+ 2 / lgl7du.
Q P Ja q Ja

b) Optimiser cette inégalité par rapport a \ et montrer l'inégalité de Holder :

1fglly < 1 fllpllglly-

c) Cette inégalité est-elle vraie pour p=1 et ¢ = o0 ?

3. Soient p et p' dans [1,+00[ (pas nécessairement conjugués). Montrer que si f ap-

partient o LP(u) N LY (i), alors f appartient o L (i) pour tout r compris entre p et

/

p.
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4. Montrer que si i est une mesure finie alors

L*c ()L
p=1
et, pour tout f,
Jim £l = 11flloo-

5. Montre que si f € LP, g € L? avec % + % = %, alors fg € L et
19l < 1 Fllpllglq-

6. Soient p et q dans [1,+00[ avec ¢ < p ( pas nécessairement conjugués). Montrer que

si f e PN LY alors f € L pour tout r € [q,p|, et on a :

£l < A1,

ou a € [0, 1] est définit par X = i I_TD‘.

Exercice 3.4.2 Différentiabilité des normes |||,

Soient f et g deux fonctions de LP(u) avec 1 < p < +o00. Montrer que la fonction N :
R — R définie par

N(t) = [ 1f@) + b gla)Pdn
Q
est différentiable et que sa dérivée en t = 0 est donnée par :

=7 [ @@

ou par convention | f(x)|P~2f(x) =0 lorsque f = 0.

Exercice 3.4.3 Inégalité de Hardy

Soit p €]1,+o0l, soit f € LP. Pour x €]0,400|, on pose
1 [T
F(z) = - f(t)]l]07m[dt.
T Jo
1. On suppose que f € C(]0,+oc[) (¢’est-a-dire que f est continue et a support compact
dans |0, + oo[).

a) Montrer que F' € C'(]0,00[) N LP.
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b) Montrer que xF'(x) = —F(x) + f(x) pour tout x > 0.

2. On suppose, dans cette question, que f(x) > 0 pour tout x €]0, 00[. Montrer que
/ FP(z)dx = P FPrY(z) f(x)d.
0 p—1Jo
3. Montre que

p
1E]l, < pTlllfllp‘

Exercice 3.4.4 Relations entre les espaces LP

Soient la mesure de Lebesgue est finie (u(2) < +00) et 1 < p < +00.

Montrer que si ¢ < p, alors LP(Q) C L1(Q). En particulier, pour 1 < ¢ <2 < p < 00, on
a:

L>®(Q) C LP(Q) C L*(Q) C LY(Q) c LY(Q).

3.5 Transformation de Fourier

Exercice 3.5.1 Déterminer les transformées de Fourier des fonctions suivantes :
1. t— H[—T,T] (t)

sint
2. t— n

3.t exp(#)

1 1
4. t’—);1+t2

Exercice 3.5.2 Soit f : R — C intégrable et f sa transformée de Fourier. Pour tout

T > 0 et pour tout t € R, on définit

fr(t) = / j (1 - %>ezmxf(x)dx.

1. Démontrer que

52

fr(t) = L /;Oo M(f(t +5)+ f(t — s))ds.
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3. Supposons [ bornée. Montrer qu’en tout point t € R ou f(tT) et f(t7) existent, on

a !

lim_fr(t) = S (F(£7) + (7).

T—+oco

Exercice 3.5.3 Soit I’équation intégrale, pour 0 < a < b et f € L'(R) :

f(®) 1
/R (x—t)Z—i—ant_ x2 4+ b2 (3.3)

~

Ezxprimer (3.83) sous forme d’une équation de convolution, déterminer f(v) et en déduire

f(t).

Exercice 3.5.4 Soit f(t) = exp(—nz?). Déterminer (f(l/))’ En déduire une équation
différentielle en ]? que l'on résoudra. [On rappelle que [ exp(—ma?)dx = 1].

Exercice 3.5.5 Soient f,g € L*(R™), on note ]? la transfomée de Fourier définie par

~

f) = [ fla)e ™" dg,
Rn

ou (.,.) désigne le produit scalaire de R™. Montrer que

L Jou f(@)G(@)de = [ F(@)g(x)da.

2. [xg=fg.
Exercice 3.5.6 On rapelle que la tronsformée de Fourier de la fonction f(z) = (32£)2
est la fonction
Fla) = w(1 = w1 1 (a).

On en déduit par l’égalité de Parseval Plancherel la valeur de ["intégral I avec

+o0 3 4

I / (smx) .

e x

Exercice 3.5.7 Résoudre [’équation de Laplace % + % =0 ouy > 0, avec % — 0

et ¢ — 0 quand ||(x,y)|| — +oo, ¢(x,0) = 1 pour |x| < 1 et ¢(x,0) = 0 pour |z| > 1.

(Utiliser la transformée de Fourier par rapport a ).
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3.6 Transformation de Laplace

Exercice 3.6.1 Calculer les transformées de Laplace des fonctions temporelles suivantes :

Exercice 3.6.2 Trouver la transformée de Laplace inverse des fonctions suivantes :

a) Flp) = 22

Exercice 3.6.3 Résoudre les problemes aux valeurs initiales :
1. ¥ +y=1 avec y(0) =0
2. y" 42y 4+ 5y = 0 avec y(0) = 2, y'(0) = —4
3. y" + 3y = sin(t) avec y(0) =1, y'(0) =2

4- y" +5y" 4+ 6y = 0 avec y(0) = 3, y'(0) = =2, y"(0) =7
Exercice 3.6.4 Résoudre [’équation intégrale

y(t) =t+ /Ot y(7) sin(t — 7)dr.

Exercice 3.6.5 En utilisant les théorémes des valeurs initiales et finales, calculer s(t —

0%) et s(t — o0) pour les fonctions suivantes :

2
__ _p°+2p+4
1. 5(p) = p3+3p?+2p

3 2
__ p°+2p°+6p+8
2' S(p> - p3+4p



